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Sobre o Critério de Sassenfeld'

Resumo: Neste trabalho demonstraremos o Critério de Sassenfeld que é um
importante resultado sobre a convergéncia do método de Gauss-Seidel. Também
daremos uma aplicacao usando este resultado.
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1. Introducao

Em Analise Numérica usamos os métodos iterativos para resolver sistemas
de equacgoes lineares de grande porte. Um desses métodos é o método de
Gauss-Seidel. Nesse trabalho demonstraremos o Critério de Sassenfeld, que
nos da condigoes suficientes para a convergéncia desse método, independente
da aproximacao inicial 2(*) atribuida.

2. Meétodo iterativo de Gauss-Seidel

No método de Gauss-Seidel, um sistema de equacoes lineares Ax = b é escrito
de forma equivalente © = Cx + g por separacdo da diagonal. Seja x(®) uma
aproximacao inicial, pelo processo iterativo queremos calcular (M, 23 .. z(
por:
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Portanto, no método de Gauss-Seidel, quando calcularmos xgkﬂ) usamos
todos os valores de x(k+1), cee §k+1 ) que ja foram calculados e os valores
x(k) m(k) restantes
]+17 ey n .

3. Critérios de Parada

O processo iterativo Gauss-Seidel é repetido vérias vezes até que o vetor z(*)
esteja muito proximo do vetor z*~1. Considerando a norma de vetores, e
dada uma precisao €, o vetor ) sera escolhido como uma solucdo aproxi-
mada da solugao exata se:

(1) [z — 2=V < € (erro absoluto),

(k) _ p(k=1)
(i1) I || (;” ” < € (erro relativo).
T

Os critérios de parada acima sao os mais utilizados.

4. Resultado principal

Teorema 4..1 (Critério de Sassenfeld) Seja A = (a;j) uma matriz quadrada
de ordem n. Sejam 3;, 1 =1,2,....,n dados por:
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Se = max {Bi} < 1, entdo o método de Gauss-Seidel gera uma se-

qiiéncia de vegores (x(k)) convergente qualquer que seja a aprorimacao inicial
(0)
x\.

Além disso, quanto menor for 3 mais rdpida serd a convergéncia.

Demonstragao:

x
. T2 ~ . ~ .
Seja r = ) a solugao exata do sistema de equagoes lineares Az = b

Tn
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e seja xF) = 2 a k-ésima aproximacao de x obtida pelo método de
o

Gauss-Seidel.
Queremos uma condicio que nos garanta que z*) — 2 quando k — oo.
Ou seja, que

k) (k) (k)

lim eg

) =0, parat=1,...,n, onde e, =2z, — ;.
Agora, aplicando Gauss-Seidel temos
( 1
egkﬂ) = ——(algeék) + algeék) +--+ alneg’c))
1
€ék+1) = ——<a21€§k+1) + a23e:(3k) + -+ (Zgne%k))
a22
1
egﬂﬂ) = —a—(anlegkﬂ) + angegk) + 1+ ann_leflk_ﬁl)).
. nn
Denotaremos de E*) = max \egk)\, e sejam
- |ay|
61 = >
; |a1s|
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Mostraremos por indugdo que E*®*) < 8E®) onde f = maxi<;<,{5;}.
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Para i = 1, temos
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Entdo, [e" ™| < B, E® < BE®.
Suponhamos por induc¢ao que

e8| < BE®)

e | < g E®

’k+1)|<ﬁ WE® tal quei <n

1) k
e mostraremos que |e§ ) | < Bimaxi<j<y |e§- )|
De fato, temos que

1 1
kl k+1 k:+1
e < = (laa || [ Haga e )+

|ai;] [

(|az H—1||61+1|+ +|ain|le k)|)

1
|6(k+1)| < aa] (|lain|Br + |aie|Bo + - . - |aii—1|Bic1 + |aiiva| + -+ - + |ain]) E®)
8
ou seja,
e < E® < gE® | vi1<i<n.
Portanto,
(k+1) _ (k1)) < —
E = max le;” | ﬁlrgagc \e | BE® (4.1)

Assim, basta que 3 < 1 para que tenhamos E*+1) < E®) Aplicando (1)
seguidas vezes, obtemos

E® < gE*1 < g(BE*2) < ... < gFEO
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ou seja,

E®) < ﬂkE(O)'
Logo,

lim B*E©® = 0.

k—oo

Portanto, se 3 < 1 entdo z*) — z, independendo da aproximacao inicial

escolhida. |

e Exemplo 4..2 Seja o sistema linear

2£L'1+Z'2+3£C3 =9
—To+ T3 = 1 (42)
X1 + 3ZL’3 = 3

temos que a matriz ampliada de (2) €

2 1 39
0 -1 1 1
1 0 3 3

com esta disposicao de linhas e colunas temos que a matriz acima nao satisfaz
o Critério de Sassenfeld. Mas trocando a linha 1 com a linha 3 e, a partir
dat, trocamos a coluna 1 com a coluna 3, temos

0
-1
1

W = W
N O =
O = W

Desta forma,

B =1/3,

B =[(1)(1/3) +0]/1=1/3,

Bs = [(3)(1/3) + (1)(1/3)]/2 = 2/3.

Portanto, f = maxi<i<s 5; = 2/3 < 1, entdo vale o Critério de Sassenfeld
e temos garantia de convergéncia.
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