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Resumo: Nessas notas apresentamos a solucao do problema de corte das panquecas.
Na sua versao mais simples, o problema consiste em dividir, com um tnico corte, duas
panquecas ao meio. Isto é, o corte deve dividir cada uma delas em duas regides de mesma
area.
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1 Introducao

O leitor, supostamente interessado
em matematica, certamente nao con-
sidera relevante este problema de di-
vidir panquecas a ponto de merecer
o esforco de aplicar matematica para
resolvé-lo, opiniao com a qual concor-
damos plenamente. De fato, nosso ob-
jetivo é apresentar e tratar de um pro-
blema de matematica na area da geo-
metria e topologia que pode ser abor-
dado usando alguns conceitos e re-
sultados elementares no nivel de gra-
duagao.

O problema enunciado com panquecas nao é sequer um apelo motivacional, pois os
matematicos encontram motivacao suficiente na propria Matematica. Revela, no entanto,
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um pouco do espirito de bom humor e alegria que permeia o trabalho nesta maravilhosa
area da ciéncia.

Para continuar neste espirito, vamos fingir que estamos aplicando matematica para
resolver o “relevante problema de dividir panquecas”. A estratégia para isto é criar um
modelo matematico para o problema.

Ha& outros problemsa matematicos relacionado as panquecas. Um deles é: com n cortes
retos, como dividir uma panqueca em um nimero maximo de pedagos. O leitor interessado
pode consultar os livros [1] e [2] que tratam desse problema com detalhes. Mas nao é

1
dificil concluir que com n cortes retos, pode-se obter no maximo 5 (n2 +n 4+ 2) pedagos.

O segundo problema, é sobre o ordenamento pelo tamanho de uma pilha de panquecas
utilizando apenas uma espatula. Veja [3].

2 O problema do corte das panquecas

Vamos dividir o nosso problema em dois.
Problema 1: dividir uma panqueca em dois pedagos de mesmo tamanho com um sé
corte reto.
Problema 2: tendo duas panquecas colocadas em um mesmo prato, dividir cada uma
delas em dois pedagos de mesmo tamanho com um s6 corte reto.

Note que se as panquecas fossem “redondas”a solucao destes dois problemas seria
bastante ébvia. Porém, panquecas podem ter formatos bastante irregulares como sugere
as imagens acima, podendo conter buracos.

3 Modelo matematico e teoremas

Adotaremos como modelo matemético para uma panqueca uma regiao do Plano Fucli-
diano que vamos definir. Para isto introduzimos alguns elementos béasicos da chamada
Topologia do Plano Euclidiano que utilizaremos.

Distancia: A distancia entre dois pontos x = (x1,23) e y = (y1, y2) do plano cartesiano
R? ¢ dada por

lz =yl = V(21 = 91)? + (22 — 2)?

Interior e Aberto: Seja X C R? um subconjunto qualquer do plano. Um ponto p € X
¢ dito ponto interior de X se existe € > 0 tal que

lz—p||l<e=2eX

De maneira informal, um ponto esta no interior de um conjunto quando todo ponto
do plano suficientemente proximo deste também estd no conjunto.

O conjunto de todos os pontos interiores do conjunto X, denotado por int(X), é
chamado Interior de X.

O conjunto X é aberto se todos os seus pontos sao interiores, isto é, int(X) = X.

Decorre desta definicao que o interior de qualquer conjunto é um conjunto aberto. O
conjunto D = {z € R*: |z — p|| < r}, chamado disco fechado de centro p e raio r tem
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como interior o conjunto (aberto) int(D) = {z € R?* : |z — p|| < r}, chamado disco
aberto.

Conjunto limitado: Um conjunto X C R? é limitado se existe C' > 0 tal que
|z|| < C, para todo = € X.

Em palavras, um conjunto é limitado se estiver contido em algum disco de centro na
origem.
Conjunto conexo: Um conjunto X C R? é conexo se, nao existem abertos disjuntos
UV CR?>taisque X CUUVeXNU#A¢p#AXNV.

Quando tais abertos existem dizemos que eles fornecem uma cisao do conjunto X que
¢é entao dito ser desconexo.
Exemplos: um semiplano é um conjunto conexo mas nao limitado. Um disco é um
conjunto conexo e limitado. A uniao de dois discos tangentes é um conjunto conexo e
limitado mas o interior deste conjunto nao é conexo.

Uma regiao é qualquer subconjunto limitado do plano.

Vamos admitir os seguintes axiomas:
Axiomas de area: Vamos admitir que cada regido R do plano tem uma area A(R) > 0
satisfazendo, além dos axiomas de area da geometria euclidiana, a seguinte propriedade
adicional:

Axioma 3.1
A(R) =0 se, e somente se, int(R)=10

Para os axiomas de area e outras questao de geometria euclidiana utilizadas neste
artigo indicamos a referéncia [1].
Funcao continua:

Se X C R?, uma funcao f : X — R é continua no ponto p € X se, dado € > 0, existe
0 > 0 tal que

[z —pll <6 = [f(x) = f(p)| <e
A fungao é continua em X se for continua em todos os pontos de X.

Uma propriedade bastante usada que assegura a continuidade de uma funcao é dada
no seguinte lema.
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Lema 3.1 Dada uma funcdo f: X C R? = R, se existir k > 0 tal que, para todo v € X

1f(2) = F()| < Kl = pll

entao f € continua.

Demonstragao: Dado e > 0, tome § = . Se ||z — p|| < J, da desigualdade do lema
obtemos ||f(z) — f(p)|| < e.O
O seguinte resultado relaciona o conceitos de conexidade e continuidade.

Teorema 3.2 Se X C R? € um conjunto conexo e f : R? — R é uma funcdo continua,
entao f(X) C R é um intervalo.

Observacao: O teorema acima é um corolario de um teorema geral em topologia que
estabelece que a imagem de um conjunto conexo por uma funcao continua é um conjunto
conexo, combinado com o fato que os conjuntos conexos da reta real sao os intervalos.

Para questoes de continuidade de fungoes, conexidade e outras questoes de topologia
utilizadas aqui indicamos a referéncia [5].

Coroléario 3.3 (Teorema do Valor Intermedidrio)
Seja X C R? um conjunto conexo e f : R> — R uma funcdo continua. Se a,b € X e
fla) < e < f(b), entio existe x € X tal f(z) = c.

Demonstragao: De acordo com o teorema 3.2, a imagem f(X) de X por f é um
intervalo contendo f(a) e f(b). Sendo ¢ um ponto entre f(a) e f(b), o ponto ¢ também
estd neste intervalo, isto é, ¢ € f(X). Logo existe x € X tal que f(z) = cO

Sobre o teorema do valor intermedidrio clique AQUI.

Corolario 3.4 Se S C R? € uma circunferéncia de centro na origem e f : S — R € uma
fungdo continua, entdo existe x € S tal que f(x) = f(—x).

Demonstragao: Seja g : S — R a fungao dada por g(z) = f(z) — f(—z). Como f é
continua, g também ¢é continua.

Se g é nula, entao f(x) = f(—x) paratodox € S. Se g ndo é nula, devido a propriedade
que g(—z) = —g(x), existem a,b € S tais que g(a) < 0 < g(b). Como S é um conjunto
conexo, pelo corolario 3.3, existe z € S tal que g(x) = 0. Logo, f(z) = f(—z)D

4 Enunciado em termos do modelo

O modelo matematico que adotaremos para uma panqueca é o de uma regiao de interior
CONExo.

Observacao: De acordo com este modelo, duas panquecas enconstadas uma na outra
nao devem ser confundidas como uma sé panqueca.
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Os dois seguintes teoremas correspondem aos dois problemas das panquecas.

Teorema 4.1 Dada uma regiao de interior nao vazio e conexo e uma reta r, existe uma
unica reta perpendicular a r que divide a regiao em duas regioes de mesma darea.

Teorema 4.2 Dadas duas regioes, ambas de interior nao vazio e conexo, existe uma reta
que divide cada uma das regioes em duas regioes de mesma drea.

¢ =

5 Demonstracao dos teoremas

Para demonstrar o teorema 4.1, orientamos a reta r com origem O, escolhendo uma semi

reta positiva. Isto prové coordenadas para os pontos de r. Cada x € R determina um

unico ponto T € r tal que x é a distancia orientada do ponto z ao ponto O. Dado = € R,

seja m, o semiplano determinado pela perpendicular a r em Z que contém a porcao de r

dos pontos de coordenada menor que x. (Veja a primeira das duas figuras abaixo).
Definimos uma funcao f : R — R por f(z) =A(RN™,).

] ] L
] f I
> }
x o r y O I

=

|
X

Figura 1: Ilustracao do teorema

Sendo limitada a regiao R, existem a,b € R com a < b, tais que f(a) = 0e f(b) =
A(R). Provaremos que a fungao f é continua e seguird do teorema do valor intermedidrio



6 O problema das panquecas

que existe ¢ € R tal que f(c) = %A(R). Assim, a reta perpendicular a r no ponto ¢ divide
a regiao R em duas regioes de mesma area.

Provemos agora a unicidade da reta encontrada acima.

Suponha que duas retas distintas e perpendiculares a reta r dividam, cada uma delas,
a regiao R em duas regioes de mesma area. Considere a faixa limitada por estas retas.
A regiao R se expressa como uniao de trés regioes sem ponto interior comum. A saber,
a por¢ao de R na faixa e as duas porgoes de R exteriores a faixa. Da hipotese que cada
uma destas retas divide R em duas regioes de mesma area deduzimos que cada uma das
porcoes de R exteriores a faixa tem area medindo %A(R). Além disto, como R tem interior
nao vazio, do axioma 3.1 temos que A(R) > 0 e, portanto, cada uma destas porgoes tem
interior nao vazio. Por outro lado, da propriedade aditiva da area, a soma das areas das
trés porgoes ¢ igual a drea de R. Logo, a area da porcao de R na faixa é nula, tendo, pelo
axioma 3.1, interior vazio. Isto mostra que o interior de R estd contido no exterior da
faixa que consiste da uniao de dois abertos disjuntos cada um deles, além disto, contendo
uma porcao nao trivial do interior de R. Isto fornece uma desconexao para o interior a
regiao R, contradizendo a hipotese do teorema e completando nosso argumento.

Agora vamos provar a continuidade da fungao f:

Por ser limitada, a regiao R estd entre duas retas paralelas a reta r (Veja a segunda
das duas figuras acima). Se ¢ a distancia entre estas retas, entdao, dados z,y € R com
r <y, |f(x)— f(y)| é a area da porgao de R entre as retas perpendiculares a r em
T e y respectivamente. Ora, esta porcao de R estd contida no retangulo limitado pelas
perpendiculares e pelas paralelas ja mencionadas o qual tem &area ¢ - |x — y|. Logo

|f(z) = fy)] < c- |z —y

Aplicando o lema 3.1 concluimos que a funcao f é continua.

Para demonstrar o teorema 4.2, considere uma regiao R. Sendo R limitada, existe
uma circunferéncia S de centro na origem O do plano cartesiano tal que a regiao R esta
no interior do circulo limitado por S.

Dado um ponto x € S, de acordo com o teorema 4.1, existe um nico ponto T na reta
Oz tal que a reta perpendicular a Ox em T divide a regiao R em duas regides de mesma
area. Seja x’ a coordenada do ponto T em relacao ao sistema de coordenadas determinado
na reta Ox pela semi reta Ox.

Definimos a funcao f : S — R por f(z) = 2'.

Note que para cada x € S temos também que —z € S. Por construcao, a funcao f
tem a seguinte propriedade:

f(=z) = =f(). (5.1)

A propriedade da funcao f dada no seguinte lema acarreta, de acordo com o lema 3.1,
sua continuidade:

Lema 5.1 Dadop e S, sex € S € tal que o angulo 6 = péx € agudo, entao,

[f(x) = F(p)| < 2]z = pl|

A demonstragao deste Lema estd no final desta secao.
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Passamos a demonstrar agora o teorema 4.2.

Dadas duas regioes de interior conexo R; e Ry, considere uma circuferéncia S de
centro na origem tal que as regioes estao contidas no interior do circulo limitado por S.
Considere as funcgoes f; e fy definidas pelas regioes R, e Ry respectivamente como acima
e seja ¢ : S — R definidada por

o(x) = fi(z) = fa(2).

De acordo com o lema 5.1 as fungoes f; e fo sao continuas. Logo também é continua
a funcao ¢. Além disto, as funcoes fi e fo tem, ambas, a propriedade 5.1. Isto acarreta
para a fungao ¢ a mesma propriedade, isto é,

P(—1) = —o(x) (5:2)

Usamos o coroldrio 3.4 para encontrar ¢ € S tal que ¢(c) = ¢(—c). Da propriedade
5.2 concluimos que ¢(c) = 0 e, portanto fi(c) = fa(c) = A. Logo, a reta perpendicular a
Oc no ponto de coordenada A\ divide cada uma das regioes R; e Ry em duas regioes de
mesma area.

Demonstracao do lema 5.1:

Considere a figura abaixo na qual as retas R(p) e R(z) sao perpendiculares as retas Op
e Ox nos pontos p e T respectivamente, ambas dividindo a regiao R em duas regioes de
mesma area. Além disto, as retas L e L' sdo paralelas a reta R(z); Dz é perpendicular Op;
CB é perpendicular a AC e a rotagao de centro O e angulo 6 que leva p em x transforma
o ponto p no ponto P e a reta AB na reta A’B’. Observe que a reta A’B’ é paralela a
reta R(z).

R(p)
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Considere as duas porcoes da regiao R exteriores a faixa entre as retas L e L. Observe
que elas estao em lados opostos tanto em relagao a reta R(p) como em relagao a reta R(z).

Como a reta R(p) divide a regido em duas regides de mesma area, a drea de cada uma
destas porgoes é, no maximo, a metade da drea da regido. Por outro lado, a reta R(x)
também divide a regidao em duas regides de mesma area. Isto mostra que a reta R(z) esta
nesta faixa.

Seja [ = ||B — C/|| a largura da faixa. Observe que os angulos pOz e CAB séo iguais.
Logo, os triangulos retangulos tDO e AC'B sao semelhantes. Assim

|« —D| _
le—ol ~ TA-BI

Agora ||z — O|| = r é o raio da circunferéncia, |A— B|| < 2r e ||z — D|| < |z —p||. Assim,

L< 2]z =p|. (5:3)

O ponto P é a imagem do ponto p pela rotacao de centro O que leva p em z, a
coordenada de P na reta Ox é a mesma de p na reta Op. Assim,

[f(z) = fp)| = |z — P (5.4)

O ponto T estd na faixa pois nela estd a reta R(z).

Afirmamos que o ponto P também esta na faixa.

De fato: Sendo o angulo EAB, inscrito na circunferéncia, correspondente ao angulo
central EOB, EOB = 26. Por outro lado B’ é a imagem de B pela rotacao de angulo
9. Logo B'OB = # < EOB. Logo, o ponto B’ est4 na faixa e, como P estd na reta A'B’
que é paralela a R(z), deduzimos que o ponto P estd na faixa.

Assim temos:

|z —P|| <1 (5.5)

Combinando as relagoes 5.3, 5.4 e 5.5 temos

|f(x) = f(P)| < 2[|z —p].
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