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Resumo

Estas notas de aula sao direcionadas para as disciplinas de Algebra Linear dos cursos
de Engenharia, Fisica e Quimica ofertadas pelo Departamento de Matemética da Universi-
dade Estadual de Maringd. Recomendamos fortemente que aos utiliza-las os(as) estudantes
tenham sempre em maos os livros que estao elencados nas Referéncias Bibliograficas, em

especial os livros [I] e [2], nos quais este texto estd baseado.
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Capitulo 1

Matrizes

O objetivo deste capitulo é introduzir o conceito de matriz e determinantes, estudar suas principais
propriedades e operacoes entre elas, com o intuito de aplica-las a resolucao de sistemas lineares que sera

estudado no proximo capitulo.

1.1 Operacoes com Matrizes

Vamos definir formalmente o conceito de matrizes de nimeros reais, formalizar as notagoes e alguns
tipos especiais de matrizes que serao utilizadas ao longo do curso. Vamos também definir algumas
operacoes com matrizes e apresentar algumas de suas principais propriedades.

Intuitivamente matriz é uma tabela de nimeros dispotos em linha se colunas. Frequentemente
encontramos exemplos de matrizes, como o preco de produtos, o horario dos filmes em um a cinema e
na nossa vida académica temos o seguinte exemplo que retrata muito bem um exemplo onde aparece o

conceito de matriz:

Nota 1 | Nota 2 | Nota 3 | Média Final

Aluno 1 7,0 8,0 9,0 8,0
Aluno 2 5,0 6,0 7,0 6,0
Aluno 3 0,0 1,0 2,0 1,0

Ao observarmos a tabela acima, compreendemos que o primeiro aluno foi muito bem no curso, o

segundo aluno nao foi muito bem, porém foi aprovado na disciplina, enquanto que o terceiro aluno nao



2 Marcos Roberto Teixeira Primo

foi bem e foi reprovado na disciplina. Esperamos que nessa disciplina todos sejam como o primeiro

aluno ou no minimo como o segundo.

Esquecendo por um momento o significado das ”linhas”e das ”colunas”da tabela acima temos a

seguinte tabela de niimeros

7,0 8,0 9,0 8,0
50 6,0 7,0 6,0
0,0 1,0 2,0 1,0

Essa tabela de nuimeros, a partir de agora, serd chamada de matriz com trés linhas

[7,0 8,0 9,0 8,0}, [5,0 6,0 7,0 6,0}

[o,o 1,0 2,0 1,0}

e quatro colunas

7,0 8,0 9,0 8,0
570 ? 670 ) 770 € 6,0
0,0 1,0 2,0 1,0

Dessa forma temos a seguinte definicao

Definicao 1.1. Uma matriz de ordem m X n € uma tabela de nimeros dispostos em m linhas e n

colunas.

Usaremos letras maisculas para dar "nomes” as matrizes e usaremos a seguinte notacao para repre-

sentar uma matriz A com m linhas e n colunas:

a1 a12 Ce Q1n

921 a929 ... Qo

Am1 Am2 ... Qmn
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ou, para economizarmos espaco, de forma resumida por:
A= [aij]mxn-

O elemento a;; é chamando de termo geral da matriz A e vale a pena ressaltar que 7 varia de 1 até m
(t=1,2,...,m)ejvariade l atén (j =1,2,...,n). Assim o elemento a;; ocupa a posi¢do na i—ésima
linha e na j—ésima coluna.

Por exemplo se temos a matriz A = [a;;]7x5, com a3 = 5 sabemos que A é uma matriz que possui

7 linhas, 5 colunas e que o elemento da segunda linha e quinta coluna é igual a 5. Veja

O

-
I

OO O0OO00O0O0

OO O0OO0O0O0O0

O OO0 0 «
ONONONOHONONG
ONONONONONONG

Como estd, nada sabemos sobre os demais elementos.

Agora, se
1 0 —4
A= )
4 -3 2
entao sabemos que A é uma matriz que possui duas linhas, trés colunas e os elementos sao:
a1 = 1 12 = 0 a13 = —4
91 = 4 99 — -3 93 = 2.
Vamos agora apresentar alguns tipos especiais de matrizes e algumas propriedades das matrizes que

utilizaremos ao longo de todo o curso. Seja

a1 a12 Ce Q1n

921 A9 ... QA9p
A=

Am1 Am2 ... Qmn

uma matriz de ordem m X n.
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e quando m = n, isto é, quando o numero de linhas for igual ao niimero de colunas a matriz A sera

chamada de quadrada de ordem n. Por exemplo, a matriz

2 1 0
B=10 v2 V3
1 3
0 5 V9
¢ uma matriz quadrade de ordem 3, pois possui trés linha e trés colunas, enquanto que a matriz

C =

¢ uma matriz quadrada de ordem 2;

e se a;; = 0 para todo ¢ =1,2,...,m e para todo j = 1,2,...,n, isto ¢ se todo elemento da matriz

for igual a zero, a matriz é chamanda de matriz nula de ordem m x n e denotaremos essa matriz

por
@mxn - [O]mxn
Por exemplo

0 00 0

0 00
Oax3 = ;, O3x3=10 0 0 e O310=10

0 00
0 00 0

sao exemplos de matrizes nulas de varias ordens. Observemos que a segunda matriz é também

uma matriz quadrada;

e se A for uma matriz quadrada de ordem n e a;; = 0 para todo ¢ # j, com i = 1,2,...,m e
j=1,2,...,n,isto é, se a matriz A de ordem m x n for da forma
a1 0 0 Ce 0 0
0 929 0 e 0 0
A— 0 0 ass ... 0 0 ’
0O 0 0 ... ap_1n1 O
o o0 0 ... 0 G
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entao A sera chamada de matriz diagonal de ordem n. Vale apena observar aqui que eventualmente
os elementos da diagonal podem ser nulos, o que nao pode acontecer é um elemento fora da diagonal
ser nao nulo. Os elementos a;;, 2 =1,2,...,n constituem a diagonal principal da matriz quadrada

de ordem n.

Para ilustrarmos esses fatos vamos a alguns exemplos: as matrizes quadradas

2 00
2 0
B = e C=]1010
0 —1
00 0

sao matrizes diagonais de ordem 2 e 3 com diagonais principais 2, —1 e 2, 1, 0 respectivamente, enquanto

que a matrizes quadradas

2 00 200
D=1010 eE=1010
010 011

nao sao matrizes diagonais. Observemos ainda que um elemento a;; de uma matriz quadrada de ordem

n estd na diagonal se, e somente se, i = j;

e um caso particular de matriz diagonal é quando a;; = 0 para todo i # j e a; = 1, com @ =

1,2,....mej=1,2,... n,isto é, a matriz quadrada de ordem n é da forma
100 ... 00
010 ... 00
001 ... 00
A=
000 ... 10
000 ... 01

Neste caso a matriz sera chamada de matriz identidade de ordem n e denotaremos por I,.

Por exemplo, a matriz quadrada
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¢ a matriz identidade de ordem 2, enquanto que a matriz quadrada

1 0 0
It=10 1 0
0 01

¢ a matriz identidade de ordem 3.

Definigao 1.2. Sejam A = [ajjlmxn € B = [bijlmxn duas matrizes de mesma ordem m x n. Diremos

que A = B se, e somente se,

aij = bij,
para quaisquer i =1,2,....mej=1,2,...,n.
Por exemplo as matrizes
-2 -1 0 -2 -1 0
A= e B=
-1 0 3 -1 0 3

sao matrizes iguais, pois ambas sao matrizes de ordem 2 x 3 e a;; = b;; para quaisquer i = 1,2 e

7 =1,2,3. Enquanto que as matrizes

-2 -1 0 -2 -1 0
A: e C:
-1 0 3 -1 0 0

nao sao matrizes iguais, pois apesar de serem ambas matrizes de ordem 2 X 3, neste caso temos que
agz3 =3 # 0 = co3

e as matrizes

-2 -1 0 -2 -1
A= e D=
-1 0 3 -1 0

nao sao comparaveis, pois a primeira ¢ de ordem 2 x 3 e a segunda é de ordem 2 x 2.

Exercicio 1.3. Sejam

2 x? 2 2x—1
A: e B:
2c0—1 0 x? 0

Calcule o valor de x, para que A = B.
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Definigao 1.4. Sejam A = [aijlmxn € B = [bijlmxn duas matrizes de mesma ordem m x n. Definimos a
soma da matriz A com a matriz B como sendo uma nova matriz, também de ordem m xn, C = [¢ij|mxn
com elementos dados por

Cij = (Iij + bij

para quaisquer 1 =1,2,....mej=1,2,...,n.

Ao observarmos a definicao de soma de matrizes dada acima vemos que ao somarmos duas matrizes,
elas precisam ser necessariamente de mesma ordem, e o resultado é uma matriz de mesma ordem das
duas originais e os elementos da soma sao calculados somando-se os elementos de A com os elementos

de B posicao por posicao. Por exemplo,

-2 -1 0 3 1 1 1 01
+ e
-1 1 3 2 1 2 1 2 5
Ainda, se i i
-2 -1 0 0 00
A= e Ouys =
-1 0 3 0 00
entao _
-2 -1 0
A+©2><3: :A
-1 0 3

Observemos que na soma da matriz A com a matriz nula de mesma ordem da matriz A resultou a matriz
A. Veremos mais adiante que essa é uma propriedade que vale para matrizes de quaisquer ordem.

Ainda a titulo de exemplo temos que

5 =2 3 -2 1 3 3 -1 6

2 1 —4 4 2 5 6 3 1
+ =

10 2 0 2 -2 1 2 0

3 -1 4 -3 0 5 0 -1 9

Proposicao 1.5. Sejam A, B e C trés matrizes de mesma ordem m X n. Entao valem as sequintes

propriedades:

1. A+ (B+C)=(A+ B)+ C (propriedade associativa);
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2. A+ B = B+ A (propriedade comutativa);
3. A+ Opun = A, onde QOpyxpn € a matriz nula de ordem m X n (elemento neutro);

4. se A = [aijlmxn, existe uma matriz, também de ordem m x n e chamada de matriz oposta de A,

definida por —A = [—a;jlmxn tal que
A + (_A) == ®mxn7
onde O, xn € a matriz nula de ordem m x n (elemento oposto).

Para ilustrarmos a propriedade 4 acima, se

5 =2 3
2 1 —4
A=
1 0 2
3 -1 4
¢ uma matriz de ordem 4 x 3, entao
-5 —(-2) =3 -5 2 =3
-2 -1 —(-4 -2 -1 4
A (=4 | _
-1 -0 —2 -1 -0 =2
-3 —(-1) -4 -3 1 —4
e, da soma de matrizes,
5 =2 3 -5 2 =3 000
2 1 —4 -2 -1 4 0 00
At (—4) = + = = Qs
1 0 2 -1 0 -2 000
3 -1 4 -3 1 —4 000

Se A = [aijlmxn € B = [bij|lmxn sd0 duas matrizes de mesma ordem m x n, a propriedade 4 da
proposicao anterior nos permite definir a diferenga entre A e B como sendo uma nova matriz C', de
ordem m X n, dada por

C=A-B=A+(-B).



Introducao a Algebra Linear 9

Logo, se C' = [¢ij]mxn, entao
Cij = aij — bij,
parat=1,2,... mej=1,2,... n.

Por exemplo,

1 2 3 3 2 1 1 2 3
2 4 6 | - |6 4 2 |=1]2 4 6
—3 —6 —9 —9 —6 -3 —3 —6 —9
—3 -2 -1
+ | -6 —4 —2
9 6 3
—2 0 2
= | -40 4
6 0 —6

Definigao 1.6. Sejam A = [a;;]mxn wma matriz de ordem m x n e k € R um nimero real qualquer.
Definimos o produto de k pela matriz A como sendo uma nova matriz, também de ordem m X n,
C = [Cijlmxn com elementos dados por
Cij = k’ai]’
para quaisquer 1 =1,2,....mej=1,2,...,n.
Ao observarmos a definicao acima, vemos que a matriz resultante é uma matriz de mesma ordem
da matriz original e os elementos dessa matriz sao obtidos multiplicando-se cada elemento de A por k.

Por exemplo,

-2 -1 0 —6 -3 0
-1 1 3 -3 3 9
Ainda, se
1 2 3
A= ,
01 2
entao
1 2 3 -1 -2 -3
—1A=-1 = =-A
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Proposicao 1.7. Sejam A e B duas matrizes de mesma ordem m X n e k, ki, ko € R trés nimeros

reats. Entao valem as sequintes propriedades:

1. k(A+ B) = kA+ kB (propriedade distributiva);

NS}

. (k1 4 ko)A = k1A + k2 A (propriedade distributiva);

3. ki(koA) = (k1ka)A = (kok1) A = ka(k1 A);

4. 0A = O,,xn, onde O,,xn € a matriz nula de ordem m X n ;

5. —1A = —A, onde —A ¢ a matriz de ordem m x n chamada de matriz oposta de A.

Exercicio 1.8. Sejam

210 0 0 2 3 2 0
B C
1 2 1 6 4 2 01 0

matrizes de ordem em 2 x 3. Calcule

1
3(A— 5B) +C.

Vamos agora aprender como multiplicar duas matrizes. A multiplicacao de matrizes é um pouco
diferente das operacoes que estavamos trabalhando até agora, para ser mais especifico, para multipli-
carmos duas matrizes precisamos que o nimero de colunas da primeira matriz e o nimero de linhas da
segunda matriz sejam iguais. Caso contrario a multiplicacao de matrizes nao estara definida. Antes de
definirmos formalmente essa definicgao vejamos primeiro alguns exemplos.

Sejam

1
[ 1 -1 2 } e B=1|2
3

A

Temos que A é uma matriz de ordem 1 x 3 e a matriz B tem ordem 3 X 1. Dessa forma o nimero de
colunas de A é igual a 3 que é exatamente o nimero de linhas da matriz B. Para multiplicarmos A por

B procederemos da seguinte forma. Primeiro o resultado serd uma matriz C' de ordem 1 x 1, isto é,

A1><BBS><1 = C’1><1~
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Segundo, o elemento ¢1; da matriz C' é obtido da seguinte forma

Cll:a11b11+a12621+a13b31:1.1+(—1).2+2.3:1—2+6:5.

Logo,
1
AB:[1_1 2] 2 | =[5 =C.
3
Ainda, sejam
1
1 -1 2
3 1 3
3

Temos que A é uma matriz de ordem 2 x 3 e a matriz B tem ordem 3 X 1. Dessa forma o nimero de
colunas de A é igual a 3 que é exatamente o nimero de linhas da matriz B. Para multiplicarmos A por

B procederemos da seguinte forma. Primeiro, o resultado serd uma matriz C' de ordem 2 x 1, isto é
A2><BB3><1 = C2><1-
Segundo, os elemento 11 e ¢o1 da matriz C' sao obtidos da seguinte forma

011:a11b11+a12b21—|—a13631:1.1+(—1).2+2.3:1—2+6:5

021:a21611+a22b21+a23b31:3.1+1.2+3.3:3+2—|—9:14

Logo,
1
1 -1 2 )
3 1 3 14
3

Observemos que nos dois exemplos acima, os elementos c¢;; da matriz produto de A por B possuem
os fatores a;;b; € o k varia de acordo com o nimero de colunas da primeira matriz (A) que deve ser

igual ao nimero de linhas da segunda matriz (B). Escrevendo de forma resumida temos

3

c11 = a11biy + a12bor + a13bs = E a1;b1
k=1
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3
Co1 = Q21b11 + agebay + agsbs; = E agkbr.
k=1

Definigao 1.9. Sejam A = [ak]mxn uma matriz de ordem m x n e B = [byjlnxp uma matriz de ordem

n x p. Definimos o produto de A por B como sendo uma matriz C = [¢;jlmxp de ordem m X p, onde

cada elemento dessa matriz produto € calculado da sequintes maneira
n
Cij = i1bij + aiobo; + ...+ ainby; = E @i,
k=1

para quaisquer 1 =1,2,...,mej=1,2,...,p.

Ainda como ilustracao, se
A= e B= ,

entao o produto de A por B é uma matriz de ordem 2 x 3 dada por

1 2 2 1 -1 2 -1 1
AB = = =C.
2 1 0 -1 1 4 1 -1

Observemos que neste exemplo nao podemos, de forma alguma calcular o produto da matriz B pela

matriz A, isto é, nao existe o produto BA. Agora se

A: eB: ,

1 =2 -2 1 -2 5
AB = =
-2 1 0 -2 4 —4
enquanto que
-2 1 1 -2 —4 5
BA = =
0 -2 -2 1 4 =2

Observando os dois produtos acima vemos que mesmo sendo possivel calcular tanto AB quanto BA o

resultado nao é o mesmo, isto é,

AB # BA.
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Dessa forma vemos que nao é valida a propriedade comutativa para o produto de matrizes. Uma
pergunta que podemos fazer nesse ponto é por que definir uma operacao que nao satisfaz nem a propri-
edade comutativa, propriedade essa que todas as operacoes que conhecemos até o momento satisfazem?
Veremos que a essa definicao de multiplicagao serd muito 1til quanto formos trabalha com sistemas
lineares mais adiante.

Ainda a titulo de exemplo considere

1 -1 1 | 1 00
A= -3 2 —-1| elz=101 0
-2 1 0 00 1
Entao,
1 -1 1 1 00 | 1 -1 1 ]
Aly=| -3 2 -1 010|=]-3 2 —-1|=A4
-2 1 0 0 01 -2 1 0
e : :
100 1 -1 1 1 -1 1
LA=101 0 -3 2 1| =|-3 2 —-1]|=A
001 -2 1 0 -2 1 0
Neste exemplo vemos que
Al =13A = A.

Para facilitar o enunciado e para explicitar a ordem das matrizes envolvidas nos produtos, utilizaremos

uma notagao um pouco diferente da que vinhamos utilizando.

Proposicao 1.10. Com relagdo ao produto de matrizes valem as sequintes propriedades:
1. Avisnlnxn = Apmxn;
2. LnswmAmxn = Amxn;
3. Ansnlnxn = LixnAnsxn = Anxn;

4' Amxn(anp + Cnxp) = Aananp + AanCnxp;
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5. (Amxn + Bmxn)CnXp - AanCnXp + BanOnXp;
6. (Aananp)Cle - Amxn(BnXpCle>;

Exercicio 1.11. Considere as matrizes

2 -3 =5
A=| -1 4 5 |,
1 -3 -4
-1 3 5 2 =2 -4
B = 1 -3 =5 e C=| -1 3 4
-1 3 5 1 -2 =3

1. Mostre que AB=BA=0, AC=AeCA=C.
2. Use os resultados do item anterior para mostrar, sem calculos numéricos, que

ACB=CBA, A> - B*=(A—B)(A+B) ¢ (A+B)*=A?+ B

Exercicio 1.12. 1. Se A e B sdo duas matrizes quadradas de ordem n tais que AB = BA, mostre,

usando propriedades, que as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(a) (A— B)?> = A? - 2AB + B?
(b) (A— B)(A+ B) = A*> — B%
(c) (A— B)(A*+ AB + B?) = A3 — B3,

2. Se A e B sao duas matrizes quadradas de ordem 2 tais que AB = Qy. Podemos concluir que:

(a) A= 0y ou B=0y?
(b) BA = 0y?

Nos dois itens dar exemplos para justificar a sua resposta.

Para finalizar esta parte de operagoes com matrizes, vamos introduzir o conceito de transposicao

de uma matriz e apresentar algumas de suas principais propriedades.
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Definigao 1.13. Sejam A = [aij]mxn uma matriz de ordem m x n. Definimos a transposta da matriz

como sendo uma matriz de ordem n x m, a qual denotaremos por A* = [bijlnxm, cujos elementos sdao

dados por
bij = aji,
para quaisquer 1 =1,2,...,nej=12,...,m.

Analisando a definicao acima vemos que transpor uma determinada matriz é tao somente trocar

suas linhas por suas colunas. Vejamos alguns exemplos. Se

1 2
A=1| -1 1],
0 5
entao a matriz transposta de sera dada por
A 1 -1 0
2 1 5
Ainda, como exemplo, se
1 -1
B = ,
-2 3
entao
B 1 =2
-1 3

Observemos que no exemplo acima a diagonal principal da matriz B nao se alterou quando calcu-
lamos a transposta da matriz B. Listaremos agora algumas propriedades da transposicao de matrizes

relacionadas com as demais operacoes de matrizes vistas anteriormente.

Proposigao 1.14. Sejam A e B duas matrizes de mesma ordem m xn e k € R um nimero real. Entao

valem as sequintes propriedades:
1. (A+ B) = A"+ B;

2. (A = A;

I
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3. (kKA)! = kA,
4. se C' € uma matriz de ordem n X p, entio (AC)' = C*A".

Vejamos um agora alguns exemplos para ilustrar as propriedades 2 e 4. Se

1 -1 1
A=1-3 2 -1/,
-2 1 0
entao _
1 -3 =2 1 -1 1
A= -1 2 1 | eA)=|-3 2 —-1|=A4
1 -1 0 -2 1 0
Ainda, se )
1 2 2 1 -1
= eC: s
2 1 0 -1 1

1 2 2 1 -1 2 —1 1
AC = =
2 1 0 -1 1 4 1 -1
e —
2 4
(AC)Y = | -1 1
1 -1
Por outro lado, i
2 0
. . 1 2
C" = 1 -1 e A'=
2 1
-1 1
Logo,
2 0 2 4
1 2
C'A'= | 1 -1 = -1 1
2 1
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No exemplo anterior vimos que ao calcular a transposta da matriz A o resultado foi exatamente a
matriz A. Essa é uma propriedade bastante importante no estudo que faremos neste curso. Na realidade

temos a seguinte definicao.

Definicao 1.15. Diremos que uma matriz quadrada de ordem n € uma matriz simétrica se, e somente

se,
QAij = Qji,
para quaisquer 1 =1,2,....,nej=1,2,...,n.
As matrizes

1 0 1

1 -1
A= e B=|0 2 -1

-1 2

1 -1 3

sao exemplos de matrizes simétricas de ordem 2 e 3 respectivamente,

enquanto que as matrizes

10 1 2 3
C = e D=
1 1 2 1 3

nao sao simétricas, a primeira pois

C21:17AOZC12

e a segunda por que ela nao é uma matriz quadrada.
A relacao entre simetria de matrizes e transposicao de matrizes é dada no proximo teorema e sua

prova pode ser encontrada no item 1 da bibliografia da disciplina.

Teorema 1.16. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao A € simétrica se, e somente se,

A=A
Exemplo 1.17. Vamos mostrar que a soma de matrizes simétricas é uma matriz simétrica.

De fato: Sejam A e B duas matrizes simétricas. Entao o teorema anterior implica que

A=A e B'=B.
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Para mostrarmos que a soma A + B é uma matriz simétrica temos
(A+B)Y=A"+B"'=A+B

e, portanto, usando novamente o teorema anterior, obtemos que A+ B é uma matriz simétrica comple-

tando o exemplo. O

Exercicio 1.18. 1. E sempre verdade que o produto de duas matrizes simétricas € ainda uma matriz

simétrica? Dar exemplos para justificar a sua resposta.

2. Dizemos que uma matriz quadrada A de ordem n € uma matriz anti-simétrica se A' = —A. Resolva

0s sequintes itens:

(a) Dar exemplos de matrizes anti-simétricas

(b) A soma de duas matrizes anti-simétricas é uma matriz anti-simétrica.

1.2 Escalonamento de Matrizes

Nesta secao vamos introduzir o conceito de equivaléncia de matrizes e apresentar um técnica que
associa a cada matriz uma nova matriz, equivalente a inicial, que possui uma forma um pouco mais
simples e muito 1util quando formos trabalhar com sistemas lineares e com o problema de encontrar a
inversa de matrizes quadradas.

Sejam A = [a;;]mx, uma matriz de ordem m x n. Quando escrevemos a matriz na forma completa

a1 a12 Ce Q1n

921 929 ... Qop
A=

m1 Am2 ... Gmp

vemos que a matriz A possui m linhas. Indicaremos cada uma dessas m linhas por L;, i = 1,2,...,m.
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Assim,
Ly =an aip aiz ... Gip;
Li=a;1 ap a3 ... G;
Lj = Q51 Qj2 Q53 ... Ajn;
Ly = Gm1 Gm2 Gm3 - . G-
Por exemplo, se
-1 2 1
A=10 1 1|,
1 01
entao A possui trés linhas:
Ly=01 1;
Ly;=1 0 1.

Vamos agora introduzir algumas operagoes sobres as linhas de uma matriz A que nao alteram boa
parte das propriedades e dos conceitos que utilizam matrizes, como por exemplo determinantes, solugoes

de sistemas lineares, entre outros. Essas operacoes sao chamadas de operagoes elementares, sao elas:

(i) Permutar linhas: trocar a linha L; com a linha L;. Por exemplo

obtemos a segunda matriz da primeira trocando a primeira linha com a terceira linha;

(ii) Multiplicar linhas por nimeros: multiplicar um linha da matriz por um nimero nao nulo.

Como exemplo, veja as duas matrizes abaixo:
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Vemos que a segunda matriz foi obtida da primeira substituindo a linha L; por (—2)L4, isto é,

Ll = (—2>L1,

(iii) Adicionar a uma linha um miltiplo de outra: substituir uma determinada linha L; por ela

propria adcionada com o produto de um nimero por outra linha. Veja:

Nesse caso, a segunda matriz foi obtida da primeira substituindo a segunda linha L, por ela mesma

somada com —4 multiplicado pela primeira linha Ly, isto é, Ly = Ly + (—4)L;.

Definicao 1.19. Duas matrizes A = [aijlmxn € B = [bijlmxn de mesma ordem m x n sdo ditas ser
equivalentes (linha equivalentes) se uma puder ser obtida da outra através de um nimero finito de

operagoes elementares sobre suas linhas. Nesse caso utilizaremos a sequinte notagao:
A —B ou A~ B.

Como exemplo para essa defini¢ao, vamos verificar se as matrizes

1 0 10
A= 4 -1 e B=101
-3 4 0 0

sao matrizes equivalentes. Para isso primeiro vamos fazer as seguintes operacoes elementares Lo, =

L2 + L1<—4) e L3 = L3 + L1(3) Assim,

1 0 1 0
A= 4 -1 — 0 -1
-3 4 0 4

Agora vamos fazer as operagoes Ly = Lo(—1) e Ly = L3 + Lo(4). Logo,
1 0 1 0 10

A= 4 1| — |0 =1| — |0 1| =8B.
-3 4 0 4 0 0
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Dessa forma concluimos que A e B sao semelhantes.

Vamos fazer o mesmo para as matrizes

1 2 1 1 00
A= -1 0 3 e B=1010
1 =21 0 01

Temos

L2 - L2+L1(1)
Ls = L3+ L(—1)

7

1 2 1 1/2) 1 21
Lo = Lo(1/2
0 2 4 2 ? 01 2
Ly = Ls+ Ly(2)

0 —4 0 N 0 0 8
1 21 1 21
0 1 2| Lsg=1ILs(1/8) 01 2
0 0 8 0 0 1
1 21 1 20
01 2 010

Ly = Ly + L3(—1)

0 0 1 N 0 0 1
1 20 1 00
01 0 L1:L1+L2(—22 01 0| =B8B.
0 0 1 0 0 1

Dessa forma concluimos que A e B sao semelhantes.

21
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Tentemos agora, verficar se as seguintes matrizes:

2 -1 3 100
A=11 4 2 e B=1010
1 =5 1 0 01
sao equivalentes.
2 -1 3 1 4 2
A=11 4 2 permutar Ly por Lo 2 -1 3
1 -5 1 1 -5 1
1 4 2 1 4 2
Lo = Lo+ Li(—2)
2 -1 3 0 -9 -1
L3:L3+L1<—1)
1 -5 1 y 0 -9 -1
1 4 2 (~1/9) 1 4 2
Lo = Ly(—1/9
0 -9 -1 S 01 1
L3 == L3 + L2<—1)
0 -9 -1 > 0 00
1 4 2 10 4
01 % L1=L1+L2(—42 0 1 %
0 00 0 0 O
Ao observarmos a matriz
14
L0 5
_ 1
C=101 3
0 0 O

vemos que qualquer outra operacao que fagamos para tornar zero o elemento c13 ou o elemento co3 fard
com que posicoes ja ”transformadas’em zero voltem a ser niimeros nao nulos. Também ,notamos que
esse mesmo fato vai ocorrer se tentarmos tornar 1 (um) o elemento cs3. Dessa forma, em principio, nos

parece que as matrizes A e B nao sao equivalentes, pois nao conseguimos transformar a matriz C' na
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matriz B. Apesar disso, a matriz C' é uma matriz "boa”, pois ela possui varias posicoes com zeros.
Matrizes como a matriz B e a matriz C' fazem parte de um grupo de matrizes que passamos a estudar

agora.

Definig¢ao 1.20. Diremos que uma matriz A = [a;;lmxn de ordem m x n € uma matriz escalonada (na

forma escada) se, e somente se, as quatro condi¢oes abaizo estao satisfeitas ao mesmo tempo:
1. o primeiro elemento ndao nulo de cada linha L; da matriz é igual a 1 (um);

2. cada coluna da matriz que contém o primeiro elemento ndo nulo, 1 (um), de uma linha possui

todos os demais elementos iguais a 0 (zero);
3. toda linha nula ocorre abaixo das linhas nao nulas;
4. sek; € a coluna do primeiro elemento nao nulo, 1 (um), da linha L; da matriz, entio devemos ter
ki < ko <ks<... <k,

onde v € o numero de linhas nao nulas da matriz.

As trés primeiras condicoes sao faceis de serem entendidas. A quarta condigao, na pratica ela quer
dizer que o nimeros de zeros nas linhas antes do primeiro elemento nao nulo, que deve ser 1 (um), deve

sempre aumentar. Como exemplo dessa quarta condicao, para a matriz

100
B=1001]/,
010

temos que k; = 1, ks = 3 e k3 = 2. Como ky > k3, ou seja, o nimero de zeros antes do 1 (um) da
segunda linha é maior que ntiimero de zeros antes do 1 (uma) da terceira linha, a matriz nao satisfaz a
quarta condicao. Note que essa matriz B satisfaz as trés primeiras condigoes.

Ja para a matriz
1 00

Bi=101 0],
0 00
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temos que k1 = 1 e ky = 2. Como k; < ko, ou seja o nimero de zeros antes do 1 (um) sempre aumenta,
a matriz satisfaz a condicao 4. Note que essa matriz By também satisfaz as trés primeiras condigoes e,
portanto, ela ¢ uma matriz escalonada, ou na forma escada.

Vejamos mais alguns exemplos. Consideremos as seguintes matrizes:

1 00 0 2 1 012340
A=1000]|,B=|10 -3|,C=]1000100
0 01 00 O 00 0O0O01

012040
D=1000100
00 0O0O01

Temos que

e A nao é escalonada, pois falha 3;
e B nao é escalonada, pois falham 1 e 4;
e ( nao é escalonada, pois falha 2;

e D é escalonada.

Teorema 1.21. Toda matriz A = [a;j]mxn de ordem mxn € equivalente a uma unica matriz escalonada

(na forma escada).

Voltemos agora para a tentativa de verificar se as matrizes

2 -1 3 1 00
A=11 4 2 e B=1010
1 =5 1 0 01
sao equivalentes. Vimos que
2 -1 3 1o %
A=11 4 2| — |01 ;| =C
1 =5 1 00 O
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isto é, A é equivalente a matriz C'. Observemos que tanto a matriz B quanto a matriz C' sao matrizes

escalonadas (estao na forma escada). Logo A nao pode ser equivalente a matriz B.

Exemplo 1.22. Verifiqgue, usando o escalonamento de matrizes, se as matrizes abaizo sao equivalentes

a matriz indentidade da respectiva ordem.

1 111
1 3 =2
0111
C=|-2 -5 2 e D=
0011
1 2 1
0 001

1.3 Determinantes

Nesta se¢ao vamos apresentar uma técnica, desenvolvida por Laplace, para o calculo do determinante
de uma matriz quadrada de qualquer ordem n x n. Nao faremos aqui a definicao formal do determinante
de uma matriz quadrada com ordem n X n usando o conceito de classes de permutagoes, pois estamos
interessados apenas no calculo do determinante de uma determinada matriz para depois, com esse
determinante em maos, obtermos na préxima secao, propriedades sobre matrizes inversas e sistemas de
Cramer.

A idéia é apresentar uma técnica para o calculo do determinante de uma matriz quadrada de ordem
n X n usando recorréncia sobre a ordem n da matriz, isto é, vamos definir o valor do determinante para
matrizes de ordem 1, e ao definir o valor do determinante para matrizes de ordem 2 vamos relacionar

essa definicao com a definicao de determinantes de ordem 1 e assim sucessivamente.

n=1: seja A = [ay1] uma matriz de ordem 1 x 1. Definimos o determinante da matriz A como sendo o

nuamero real dado por

det(A) = det[au] = |6L11| = aii,

ou seja, quando temos uma matriz de ordem 1 x 1 seu determinate é exatamente igual ao seu

unico elemento;
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n=2: seja A = [a;;]2x2, ou de forma completa

aix a2

A:

a21 A2

uma matriz de ordem 2 x 2.

Definimos o determinante da matriz A como sendo o nimero real dado por

a a a1 a
det(A) = det H 2 = 1 2 = A11Q22 — A12Q9].
ao91 99 Q21 Q22
Por exemplo, se
1 2
A= ,
3 4
entao
1 2 1 2
det(A) = det = =(1)4)—-(2)3)=4—-6=—-2.
3 4 3 4

Para relacionar a definicao de determinante para matrizes quadradas de ordem 2 X 2 com matrizes
quadradas de ordem 1 x 1, vamos, para simplificar a notagao, adotar a primeira linha da matriz quadrada

de ordem 2 x 2 como base. Temos

ailr aig a1 Qa2
det =

a1 (99 Q21 A22
= @11(6122) - alz(azl)

= an(det[agg]) — (Im(d@t[dgﬂ).

Observemos que conseguimos relacionar o calculo do determinante de uma matriz quadrada de
ordem 2 x 2 com o céalculo do determinante de matrizes quadradas de ordem 1 x 1 e, lembrando que
tomamos por base a primeira linha da matriz de ordem 2 x 2.

Porém, ao olhar apenas a expressao

air Q12
det = an(det[am]) — alz(det[a21]),

ag1 A2
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para nao fazermos uso da definicao para calcular o determinante precisamos entender como aparecerem
os sinais na férmula do lado direito.
Notemos que na férmula do lado direito, se olharmos para o indice do elemento que aparece no
produto
an(det[agg])

nimero par

a soma de seus indices é par e (—1) ¢ positivo, enquanto que no produto

alg(det[am])

nimero impar

a soma de seus indices é impar e (—1) é negativo. Assim,

a11 a2
det = (=1 (det[ags]) + (—1)"2ais(det[as;]).
Q21 A22

Ainda, se olharmos para a matriz que aparece no produto

a1y (det [a22])

vemos que ela foi obtida da matriz A inical excluindo-se a linha 1 e a coluna 1, que é exatamente a

linha e a coluna do elemento a1, enquanto que se olharmos para a matriz que aparece no produto

a12 (det [agl])

vemos que ela foi obtida da matriz A inical excluindo-se a linha 1 e a coluna 2, que é exatamente a

linha e a coluna do elemento ais. Assim,

a; a
det " 2 = (—1)1+1a11(det[a22]) + (—1)1+2a12(det[a21])
Qg1 QA22
= (—1>1+ICL11 det(An) + (—1)1+26L12 det(A12),
onde as matrizes A;; que aparecem na férmula acima sao matrizes de ordem 1 x 1 e sao obtidas da

matriz inicial excluindo-se a linha 1 e a coluna j, j =1, 2.

Por exemplo, vamos calcular, usando a férmula acima, o determinante da matriz

-1 2
-3 4

A:
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Temos

-1 2
det 4y = (=) (=1) det([4]) + (=1)""*(2) det([-3])

Observemos que se tivéssemos cédlculo usando direto a defini¢cao teriamos

-1 2
det = (—1)(4) — (2)(=3) = —4+ 6 = 2.
-3 4

Aparentemente o segundo modo (usando a definigdo) é mais réapido, porém o primeiro modo ( por
recorrencia ou por Laplace) serd 1til pois poderemos calcular o determinante de matrizes de qualquer
ordem.

Notemos ainda que poderiamos ter escolhido como base a segunda linha e, nesse caso, a férmula

fica
i (12 2+1 242
det = (—].) 921 (det(A21> + (—1) 929 det(Agg),
Q21 Q22
onde as matrizes Ay; que aparecem na férmula acima sao matrizes de ordem 1 x 1 e sao obtidas da
matriz inicial excluindo-se a linha 2 e a coluna j, j = 1,2. O resultado final é o mesmo (Verifique isso!).
De forma geral para matrizes de ordem 2 x 2, tomando por base uma linha ¢ para ¢ =1 ou i = 2,
temos que
i (12 i+1 i+2
det = (—1) ;1 (det(Aﬂ) + (—1) ;9 det(A,;g),
Q21 (22

onde as matrizes A;; que aparecem na férmula acima sao matrizes de ordem 1 X 1 e sao obtidas da

matriz inicial excluindo-se a linha 4,4 =1 ou ¢ = 2, e a coluna j, j = 1, 2;
n=3: seja A = [a;;]3x3, ou na forma completa

@11 a2 13

A= Q21 dA22 Q23 | >

a31 dazz G33
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uma matriz de ordem 3 x 3.

Definimos o determinante da matriz A como sendo o nimero real dado por

a1; a2 i3
det(A) = det ag91 Q92 Q923

31 dAazz a3ss

11 Q12 Aa13
- Q21 Ag22 (23

a31 a3z Aas3

= 11022033 + Q12023031 + G13G21032
— (11023032 — (12021033 — A13022031 .

A férmula acima, em principio, parece nao ser muito facil de entender. Essa definicao decorre das
classes de permutagao e, para o caso de matrizes quadradas de ordem 3 X 3, temos uma regra para

calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem 3 x 3 chamada de Regra de Sarrus que

funciona da seguinte forma:

Para calcularmos o determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 X 3 construimos
um matriz auzxiliar de ordem 3 X 5 formada pelas trés colunas da matriz A e pelas duas
primeiras colunas da matriz A. Apds isso calculamos a soma de produtos dos elementos que
estao em uma diagonal contendo exatamente trés elementos, sendo positivo os que aparecem

no sentido da diagonal principal e negativo os que aparecem no sentido oposto ao da diagonal

principal.

a1l aiz a3 ailr aig

det(A) = det | ay; amn Q23 | G921 G922
a31 dasz2 G33 azyp ass
= (11022033 + Q12023031 + Q13021032

— 11423032 — A120210A33 — 13022431 -
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Por exemplo, se

1 01
A=12 0 3|,
2 21
entao
1 01
det(A)=det | 2 0 3
2 21
1 01
=12 0 3
2 21
101110
=12 0 3|20
2 2 112 2

= (1) (0) (1) +(0) (3) (2) + (1) (2) (2)
—(1)(0)(2) = (1) (3) (2) = (0) (2) (1)
=0+4+0+4-0-6-0

=2

Vamos agora tentar relacionar a definicao de determinante para matrizes quadradas de ordem 3 x 3
com matrizes quadradas de ordem 2 x 2. Para simplificar nossos calculos, vamos adotar a primeira linha

da matriz quadrada de ordem 3 x 3 como base.
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aijx a2 a3
det(A) = det

a1 Q22 A23

az1 asz ass

ai; Q2 Q13

ag1 A2z A23

az1p asz g3

= Q11022033 + Q12023031 + A13G21032

— 11023032 — 12021033 — (13022031

= G11(a22a33 - CL23CL32) + a12(a23a31

- @21&33) + &13(@216632 - a22a31).

31

A idéia agora ¢é fazermos aparecer a soma de trés fatores onde aparecem os termos

(_1)soma do indices

triz A suprimindo-se a linha e a colunas dos indices dos elementos a1, a2 € a;3. Assim,

a1 G12 Aa13
det(A) =det | ay amp as
a31 G322 0Ass
= an(a22a33 - a23a32) + a12(a23a31 - a21a33)
+ a13(az1a32 — axnas:)

= Cl11(a22a33 - a23a32) - a12(—@23a31 + a21a33)

+ arz(agiase — agnasz)

= (—1)1“a11(a22a33 — agsass) + (—1)1+2a12(—a23a31 + agass)

143
+ (1) " ais(agass — axas).
Agora, observemos que
Q22 A23

det = Q22033 — (23032,
32 Aa3s3

multiplicados pelos determinantes de matrizes de ordem 2 x 2 obtidas da ma-
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32
Q21 A23
det = (21033 — (23031
a31 ass
e
Q21 Q22
det = Q21032 — Q22031
a31 a3z

Assim,

ailz aiz Aas
det(A) = det Qo1 Q22 Q23
a31 32 a3s3

= (—1)1“@11(@22@33 — Qg3a32) + (—1)1”@12(—@23@31 + asazs)

+ (=1)"3ay3(anaze — axnaz)

929 G923 21 Q23
= (—1)1+1a11 det + (—1)1+2a12 det
a3z as3 a31 ass
Q21  a22
143
+ (—].) + ais det s
a31  as2

ou de forma resumida

@11 Aaiz2 i3
_ 1+1
det | ag; ag ag = (—=1) " ai det(An)
a31 az2 G33

+ (—1)1+2a12 det(Alg) + (—1)1+3CL13 det(A13),

onde as matrizes A;;, j = 1,2,3 sao matrizes quadradas de ordem 2 x 2 obtidas da matriz inicial A

suprimindo-se a linha 1 e a coluna j, 7 = 1,2, 3.
Poderiamos, para fazermos essa relagao, ter escolhido como base a segunda ou a terceira linha da

matriz A que o resultado final do determinante nao se alteraria (verifique isso!).
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Nesse caso, de forma geral teriamos

11 aiz2 A3

det | ag ag ag :(_1)i+1ai1det(14i1)
a3; asz2 a33

+ (—1)”2@1-2 det(AZQ) + (—1)i+3(113 det(Aig),

onde, para i = 1 ou ¢ = 2 ou ¢ = 3, as matrizes A;;, 7 = 1,2,3 sao matrizes quadradas de ordem
2 x 2 obtidas da matriz inicial A suprimindo-se a linha i e a coluna j, paraj = 1,2, 3.

Por exemplo, se A é a sguinte matriz quadrada de ordem 3 x 3

1 01
A=12 0 3|,
2 21

vamos calcular o seu determinante.

Temos que

1 01
det(A) =det | 2 0 3
2 21
= (—1)1+16L11 det(AH) + (—1)1+26L12 det(Alg)
=+ (-1)1+3(113 det(Alg)
0 3 2 3
=1+ det — Odet + 1det
2 1 2 1 2 2
=1(0—6) — 0(2 — 6) + 1(4 — 0)
— —6+4

= -2

Fica como exercicio calcular o determinante da matriz acima usando a segunda linha e depois a

terceira linha.
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Com o raciocinio acima, transformamos o calculo do do determinante de uma matriz quadrada de
ordem n X n no calculo de vario determinates de matriz de ordem (n — 1) x (n — 1) e temos entao a

seguinte definicao:

Definigao 1.23. Seja A = [(ajj|nxn uma matriz quadrada de ordem n x n. Definimos, por recorréncia,

o determinante da matriz A como sendo o nimero real dado por

aij; a1 ... Qip

91 A29 ... Q9pn
det A = det

ap1 Ap2 ... QGpp

= (-1)i+1(1i1 det(Azl) -+ (—1)”2@@-2 det(AQ)
+ ...+ (—1)i+jaij det(AZ]) + ...+ (—1)i+nam det(Am),
onde, para algum i fivado entre 1,2,3,...,n, as matrizes A;;, 7 =1,2,3,...,n sdo matrizes quadradas

de ordem (n — 1) x (n — 1) obtidas da matriz inicial A suprimindo-se a linha i e a coluna j, para

7=1,2,3,...,n.
Algumas observagoes importantes:

(1) o céalculo do determinante independe da linha escolhida, isto é, na préatica podemos escolher a

linha mais conveniente para calcular o determinante de uma determinada matriz;

(2) podemos tomar como base uma coluna qualquer para o cdlculo do determinate de uma matriz A.

Nesse caso temos

ay; a2 ... Qip

ag1 Ag2 ... QA9n
det A = det

Ap1 Qp2 ... QApp

= (—1)1+ja1j det(Alj) + (—1)2+ja2j det(Agj)

+ ...+ (—1)i+jaij det(AZ]) + ...+ (—1)n+j(lnj det(Anj),
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onde, para algum j fixado entre 1,2,3,...,n, as matrizes A;j, ¢ = 1,2,3,...,n sao matrizes
quadradas de ordem (n — 1) x (n — 1) obtidas da matriz inicial A suprimindo-se a coluna j e a

linhait=1,2,3,...,n;

(3) o célculo do determinante também independe da coluna escolhida, isto é, na pratica podemos

escolher a coluna mais conveniente para calcular o determinante de uma determinada matriz.

Como exemplo, vamos calcular o determinante da seguinte matriz quadrada

_3000-
0198
5 6 7 2
31 46

de ordem 4 x 4.

Para calcular o determinante dessa matriz vamos usar o método acima e transformar o calculo do
determinante de uma matriz de ordem 4 x 4 no célculo de determinantes de matrizes 3 x 3. Ainda,
como podemos escolher a linha para tomarmos como base, vamos escolher a primeira linha da matriz,

pois essa linha contém varios zeros e isso facilitarda as nossas contas.

3000
0198 bos
det — (=113 6 7 2 |+ (=1)"*2(0) det(Ay,)
56 7 2
1 4 6
31 4 6

+ (—=1)'*3(0) det(A13) + (—1)"4(0) det(Ay4)

198|109
=3/6 72167
146 |14

= 3(42 + 18 4+ 192 — 324 — 8 — 42)
— 3(—122)

= —360.
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Observemos que nem calculamos os determinantes das matrizes Aqo, A3 € A4, pois esses estavam

multiplicados por zero.

Usando a ”definicao” de determinante dada acima podemos, por inducao sobre a ordem da matriz,

mostrar as seguintes propriedades sobre determinantes. Nao faremos as demonstracgoes, pois estamos

interessados apenas na técnica e nas propriedades em si.

Seja A = [aij]nxn uma matriz quadrada de ordem n x n. Entao valem as seguintes propriedades

sobre determinantes:

(1)
(2)
(3)

(8)

se todo os elementos de uma linha (ou coluna) da matriz sdo nulos, entao det(A) = 0;
se A possui duas linhas (ou colunas) iguais, entao det(A) = 0;

se B é uma matriz obtida da matriz A pela multiplicagdo de uma linha (ou coluna) da matriz A

por um numero real (nulo ou nao), entao det(B) = cdet(A);

se B é uma matriz obtida da matriz A pela troca de duas linhas (ou colunas), entao det(B) =

—det(A);

se B é uma matriz obtida da matriz A pela troca de uma linha por essa mesma linha adicionada

com outra (L; = L; + L;), entao det(B) = det(A);

det(A) = det(A");

se A é uma matriz triangular superior, isto é, a;; = 0 sempre que ¢ > j, ou na forma completa

a1 Q12 aAi3 ... Qin
0 A929 Q23 ... QA9p

A= 0 0 ass ... Qsp s
0 0 0 ... apy

entao det(A) = a1a93 . . . Apy;

se B é uma matriz quadrada de ordem n x n, entdo det(AB) = det(A) det(B).
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Algumas observagoes importantes que decorrem das propriedades acima:

e Se B é uma matriz equivalente a matriz A, entao a propriedades 3 4 e 5 implicam que

det(A) =0 <= det(B) =0.

Essa informacao nos diz em principio quando uma matriz poder ser equivalente a outra.

Como exemplo vamos verificar se as matrizes

2 -1 3 1 0 0
A=11 4 2 e B=1010
1 -5 1 0 0 1

podem ser equivalentes, essa matrizes ja foram estudadas no final da secao sobre matrizes escalonadas.
Temos

detB=1 e detA=8—-2-15—-124+1+20=0.

Logo A e B nao podem ser equivalentes. Vimos no final da secao sobre matrizes escalonadas que na

verdade A é equivalente a matriz

14
10 4
1
01 }
00 0

e Nao é verdade que det(A+ B) = det(A)+det(B). Para vermos esse fato consideremos as seguintes

matrizes
3 =2 1 3 -2 1
A=1|2 5 0 e B=|2 5 0
2 4 =2 8 0 0

Temos rapidamente que

det(B) = 8(—5) = —40

det(A) = =30 48 — 10 — 8 = —40.
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Logo,
det(A) + det(B) = —40 + (—40) = —80.

Por outro lado,

6 —4 2
A+B=1|4 10 0
10 4 =2

det(A + B) = —120 + 32 — 200 — 32 = —320.

Portanto, neste caso

det(A + B) # det(A) + det(B).

1.4 Inversao de Matrizes

O principal objetivo desta secao é encontrar condigoes para que uma determinada matriz quadrada
de ordem n X n seja inversivel e nesse caso usar a técnica de escalonamento de matrizes para encontrar
a inversa dessa matriz.

Quando um numero real a € R é nao nulo podemos dividir por esse ntimero e dessa forma produ-

. 1 .
zimos um outro nimero real a~! = =, chamado inverso de a, tal que
a

Lembrando que a matriz identidade I,, é uma matriz quadrada de ordem n x n tal que
AanHn = ]InAan = Anxn

para todo matriz quadrada A, «,, ou seja, a matriz identidade esta fazendo o papel que o nimero 1
(um) faz no conjunto dos nimeros reais. A idéia agora é dada uma matriz A, quadrada de ordem n x n,

encontrar uma matriz B, também quadrada de ordem n x n, tal que
BA=AB=1,.

Neste caso temos a
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Definicao 1.24. Uma matriz quadrada de ordem n X n € inversivel se existir uma matriz quadrada B,

também de ordem n X n, tal que

B A=A B-=1I,.

A matriz B serd chamada de matriz inversa de A e serd denotada por
B=A"

Observemos que para A ser inversivel devemos ter necessariamente que A seja uma matriz quadrada

e sua inversa deve ser uma matriz quadrada de mesma ordem para que estejam definidos os produtos
AAT = A7TA =1,

onde I denota a matriz identidade. Por exemplo se A é a matriz quadrada de ordem 2 dada por

Vamos verficar se a matriz

SIS
|
ol

28] [+ 2] _[awrscy aeprsd] 53 -s+2] _[ro
1 4 -1 2 1) +4(-3) 1(-%)+4(3) s—f %48 0 1
Da mesma forma temos
4 3
= % 2 3 _ 10
12
—: : 1 4 01
Logo A é inversivel e
4 3
A_lz 5 5
1 2
5 5

Os problemas que aparecem aqui e que queremos resolver nessa se¢ao sao os seguintes:

1. quando uma matriz é inversivel, sua inversa é tnica?
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2. como encontrar a inversa de uma matriz?
3. existe uma jeito rapido de descobrir quando uma matriz serd inversivel?

A resposta da primeira pergunta é facil de ser dada, bastando para isso usarmos algumas propriedade

das matrizes:
Proposicao 1.25. A inversa de uma matriz quadrada A de ordem n X n, quando eziste, € unica.

Demonstracgao: Sejam B e C' duas matrizes quadradas de ordem n X n que sao inversas da matriz A,
isto é,
AB=BA=1, e AC=CA=1,.

Vamos mostrar que B = C'. De fato, usando propriedades do produto de matrizes, temos que
B = BI,, = B(AC) = (BA)C =1,C = C,

provando o desejado. u

O resultado acima nos diz que a inversa quando existir é tnica, porém veremos mais adiante que
existem varia matrizes que nao sao inversiveis. Ja sabemos entao que quando uma matriz é inversivel,
sua inversa € Unica. Vamos agora tentar encontrar um método réapido para encontrar a inversa de uma

matriz inversivel A. Comecemos tentanto calcular a inversa da matriz

6 2
11 4

A:

Devemos encontrar uma matriz quadrada B de ordem 2 x 2 tal que AB = BA = I,. Seja

B =
Z W

e tentemos descobir os valores x, y, z e w para que B seja a inversa de A. Temos

(

6r +2z2=1
6 2 T 10 6y +2w =20
AB =1, <— Y = = | Y
11 4 Z W 0 1 11z +42z =0
11y + 4w = 1.




Introducao a Algebra Linear 41

Resolvendo o sistema obtemos que

11
r=2, y=—-1, z=—— ¢ w=
2
Logo, uma candidata a inversa da matriz A é a matriz
2 -1
B =
_ 11 3

Para verificar se de fato B é a inversa da matriz A observemos que calculando o produto das matrizes

6 2 | 1 0
AB = =
11 4 -2 3 0 1
2 -1 6 2 1 0
BA: — ,
-ua 3 11 4 0 1

2

ou seja, B de fato é a inversa de A e, portanto, A é inversivel e

3 6
A=
1 2
Para A ser inversivel deveria existir uma matriz
x
B=|""
zZ w
de tal forma que
3 6 Ty 10
1 2 zZ w 01
e isso seria possivel se, e somente se,
(
3r+6z=1
3y + 6w =0
r+22=0
[ Y+ 2w = 1.
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Vemos facilmente que o sistema acima é incompativel, pois se esse sistema tivesse uma solucao, ao
utilizarmos a primeira e a terceira equacoes desse sistema obteriamos que 0 = 1, o que é impossivel.
Isso mostra que existem matrizes que nao sao inversiveis.

No "método” usado acima para o calculo de uma candidata a inversa de matrizes quadradas de ordem
2 X 2 precisamos resolver sistemas com 4 equagoes e 4 variaveis. Se fossemos usar esse método para
calcular a candidata a inversa de uma matriz quadrada de ordem 3 x 3 terifamos que resolver um sistema
com 9 equagoes e 9 variaveis. Como vimos na secao sobre sitemas lineares resolver sistemas lineares
com muitas equagos e muitas variavies é bastante trabalhoso e também podemos no final descobrir
que o sistema é incompativel e, dessa forma, fizemos um grande esfor¢o para nada. Assim vamos agora
tentar descobrir uma maneira rapida de determinar quando uma matriz quadrada de ordem n X n possui
inversa. Depois vamos apresentar dois métodos, usando o escalonamento de matriz e usando matrizes
adjuntas, para o célculo da matriz inversa, quando soubermos que esta existe.

Primeiramente observemos que se uma matriz quadrada A de ordem n x n for inversivel, entao

existiria uma matriz quadrada A=, também de ordem n x n, tal que
AATT=AT1TA=1,,
onde I, denota a identidade de ordem n x n. Ainda, sabemos, das propriedades de deteminantes, que
e det(L,) =1
o det(A A1) = det(A) det(A™1).
Juntando esses trés fatos obtemos que se A for inversivel, entao
1 = det(I,,) = det(A A™") = det(A) det(A™),

ou seja, se A for inversivel, entao

1

det(A) #0, det(A™)#0 e det(A™!) = det(A)"

Mostramos entao o seguinte resultado

Proposicao 1.26. Seja A uma matriz quadrada de ordem n X n. Se A for inversivel, entao

det(A) #0 e det(A™!) = #(A)'



Introducao a Algebra Linear 43

Observemos que a proposicao anterior nos diz que se o determinante de uma matriz é nulo, entao
ela nao serd inversivel. Porém, se o determinante de uma matriz for nao nulo, nao podemos afirmar se

ela serd ou nao inversivel. Como aplicagao desse resultado, considere as seguintes matrizes quadradas:

1 4 7
0 2
A= , B=1]12 5 8§ e C=
01 1 3
36 9

Temos que
det(A) =0, det(B)=454+96+84—105—-72—48=0 e det(C)=3-2=1#0.

Logo concluimos que as matrizes A e B nao sao inversiveis, ou seja, nao precisamos procurar candidatos
a inversa de A e de B. Com relacao a matriz C' nada podemos afirmar, uma vez que o seu determinante
¢ nao nulo. Para resolver esse problema, isto é, se o determinante de uma matriz for nao nulo, o que
dizer sobre a inversa dessa matriz (existe ou nao existe), vamos introduzir um tipo especial de matriz,
a matriz adjunta de uma determinada matriz quadrada.

Para definirmos a matriz adjunta de uma matriz quadrada de ordem n X n considere inicialmente

a seguinte matriz quadrada

3 1 -2
A=| -5 4 —6
0 2 7

Como vimos na se¢ao anterior, podemos calcular o determinante da matriz A tomando por base qualquer

linha da matriz A que o resultado nao se altera. Temos

det(A) = an(—l)lﬂ det(An) + CL12<—1)1+2 det(Alz) + CL13(—1)1+3 det(Alg)
= agl(—1)2+1 det(Agl) + &22(—1)2+2 det(Agg) + a23<—1)2+3 det(A23)

= a31(—1)3+1 det(Agl) + 0,32(—1)3+2 det(Agg) + CL33<—1)3+3 det(Agg),

onde, as matrizes A;;, 1, = 1,2, 3, sao matrizes quadradas de ordem 2 x 2 obtidas da matriz inicial A

suprimindo-se a linha i e a coluna j, 7, j = 1,2, 3. Se definirmos

Ajj = (—1)"" det(Ay),
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para todo i, = 1,2, 3, produzimos uma nova matriz, também quadrada de ordem 3 x 3, dada por

Ay A Agg
A= Agr Agy Aoz |
Azr Azy Az
onde, para todo i,j5 = 1,2, 3,
Aij = (=1)"" det(4y),
com A;j, %, = 1,2, 3 sendo matrizes quadradas de ordem 2 x 2 obtidas da matriz inicial A suprimindo-se
a linha i e a coluna j para 7,7 = 1,2, 3. Para produzirmos os produtos que nos dao, usando como base

cada uma das linhas da matriz, o valor do determinante devemos considerar a transposta da matriz A,

A Ay Agy
—t
A = Ajg A9y Agy
Az Agg Ags

Denominamos

e A de matriz dos cofatores da matriz A;

e A' de matriz adjunta da matriz A.

Vale a pena observarmos aqui que da maneira como foi construida a matriz adjunta, quando multipli-
. . : . . . —t .

camos a linha i da matriz A com a coluna i da matriz adjunta A obtemos o valor do determinante da

matriz A, para quaisquer ¢ = 1,2,3. Vamos, entao, calcular a matriz dos cofatores e a matriz adjunta

de A. Temos que

¢ 6 —5 =6 —5 4
Ay = (-1 =40 Ap=(—-1)'* =35 A= (—1)"3 = 10,
2 7 0o 7 0 2
1 -2 3 -2 31
A21 = <_1)2+1 =—11 All = (—1)2+2 =21 A13 = (—1>2+3 — _6’
2 7 0 7 0 2
1 -2 3 =2 3 1
Ag = (—1)*" =2 Agp = (—1)**? =928 Agy=(—1)* —17.
4 —6 -5 —6 —5 4
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Logo,
40 35 —10 40 —11 2
A=|-11 21 6| e A=| 3 21 28
2 28 17 -10 -6 17
sao, respectivamente, as matrizes dos cofatores e adjunta da matriz A. Observemos que
3 1 =2 40 —11 2 175 0 0 100
AR =| 54 6| 3 21 28|=] 0 175 0 [=175)0 1 0
0o 2 7 —-10 -6 17 0 0 175 0 01
e, portanto, det(A) = 175, ou ainda,
AA" = det(A)L.
Da mesma forma,
40 —-11 2 3 1 =2 175 0 0 100
AA=| 35 21 28|| -5 4 -6 0 175 0 | =170 1 0|,
—-10 -6 17 0o 2 7 0 0 175 0 01
ou seja,
A'A = det(A)I.
Para matrizes quadradas de ordem n x n temos entao a seguinte definicao:
Defini¢ao 1.27. Dada wma matriz quadrada A = [aijlnxn de ordem n x n. Definimos a matriz dos

cofatores de A como sendo a matriz quadrada de ordem n x n dada por

A11 A12 e A1n
Z _ A21 A‘22 A2n 7
Anl AnQ Ann

onde, para todo 1,7 =1,2,3,....n
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com A;j, 1,7 = 1,2,3,...,n sendo matrizes quadradas de ordem (n — 1) x (n — 1) obtidas da matriz
inicial A suprimindo-se a linha i e a coluna j para i,7 = 1,2,3,...,n. Definimos também a matriz

adjunta de A como sendo a transposta da matriz A,

A Ao o Ay
T _ Ag Doy ... Ay
AN THRVA Y WA Vi

E, como antes, temos o seguinte resultado:
Teorema 1.28. Se A = [aij]nxn € uma matriz quadradade ordem n X n. Entao
AA = A'A = det(A)L,.

Demonstragao: Fica como exercicio fazer a demonstracao deste teorema quando n = 3. [ ]

Vamos calcular a adjunta da seguinte matriz quadrada de ordem 3 x 3 :

2 10
A=1-3 14
1 6 5
Temos que
3 -3 1
App = (=1)" =—19 A= (-1 =19 A= (-1 = —109,
6 5 1 5 1 6
2 2 1
Ay = (=1 = =5 Ay = (—1)*"? =10 Ay = (—-1)*" = —11,
0 2 2 1
Ag = (—1)*H1 =4 Ay = (—1)°+? = 8 Agy = (—1)3 _5
1 4 -3 4 31
Logo, )
-19 19 -19 -19 -5 4
A=| -5 10 -11 e A= 19 10 _s
4 -8 5 -19 —-11 5
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sao, respectivamente, as matrizes dos cofatores e adjunta da matriz A. Observemos que

2 10 -19 -5 4 —-19 0 0 1 00
AA' = -3 1 4 19 10 -8 | = 0O —-19 0 =—-1910 10
1 6 5 —-19 —-11 5 0 0 -19 0 01
e, portanto, det(A) = —19, ou ainda,
AA" = det(A)L.
Da mesma forma,
-19 -5 4 2 10 —-19 0 0 1 00
AA=] 19 10 -8||-314|=|0 -19 0 |=-19|010
—-19 —-11 5 1 6 5 0 0 -19 0 01

ou seja,

A'A = det(A)L.
Seja agora A uma matriz quadrada de ordem n x n tal que
det(A) # 0.
Pela construcao da matriz adjunta (Teorema temos que
AA =A" A=det(AL,.

Usando propriedades do produto de matrizes (por matrizes e por nimeros reais) e lembrando que

det(A) # 0, temos que

1 1

—t —t
A (det(A)A )= (det(A)A ) A =T
Chamando
1 —
B=——A
det(A)"

temos entao que

AB=BA=1,

ou seja, A é inversivel e
-1 1 —t

det(A)

Dessa forma provamos o seguinte resultado:
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Proposicao 1.29. Se A é uma matriz quadrada de ordem nxn tal que det(A) # 0, entdo A € inversivel

€
1 1 —

~ det(A)

Levando-se em contar as proposi¢oes e obtemos o seguinte resultado que é um critério,
usando determinantes, para determinar quando uma matriz quadrada é inversivel e também nos fornece

um método para o calculo, usando determinantes, da inversa de uma matriz.

Teorema 1.30. Seja A uma matriz quadrada de ordem n X n. Entdo A € inversivel se, e somente se,

o determinante de A é nao nulo e nesse caso

1 1 —

det(A)

Como exemplo para este teorema vamos calcular, se possivel, a inversa da matriz

2 -3 7
A=11 0 3
0 2 -1

Primeiro observemos que

=14-3-12= -1

Assim, A tem o determinante nao nulo e, portanto, é uma matriz inversivel. Vamos entao calcular a

sua inversa e, para isso vamos calcular a sua adjunta. Temos que

03 13 10
Ay = (1) =6 Ap=(-1)" =1 Ay = (—1)*3 —2
2 -1 0 —1 0 2
-3 7 2 7 9 _3
Ay = (—1)2+1 =11 Ay = (_1)2+2 =2 Ay = (_1)2+3 Y

2 -1 0 -1 0 2
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Ag = (—1)**"! R — Agy = (—1)**? 2T oy Agz = (—1)*** S
0 3 13 1 0
Logo,
-6 1 2 -6 11 -9
A=| 11 —2 4| e A=| 1 -2 1
-9 1 3 2 —4 3

sdo, respectivamente, as matrizes dos cofatores e adjunta da matriz A. Logo a inversa da matriz A é

dada por
—6 11 —9 6 —11 9
A‘lz_i1 2 1 |=]|-1 2 -1
2 —4 3 -2 4 -3

Vamos repetir o processo acima para a matriz

1 3 5
A=10 0 2
0 4 12
Temos que
1 3 5
0 2
det(A)=det | 0 0 2 | =(-1""1 = -8.
4 12
0 4 12

Assim, A é uma matriz inversivel. Vamos calcular entao a sua inversa. Temos que

0 2 0 2 0 0

Ay = (=1 =8 Ap=(-1)*? =0 A= (-1 =0,
4 12 0 12 0 4
3 5 1 5 1 3
Ay = (—1)**! = —16 Ay = (—1)*2 =12 Agy = (—1)2F3 — 4
4 12 0 12 0 4
3 5 1 3
ASl - (_1)3+1 =06 Agg (—1)3+2 = 92 A33 _ (_1)3+3 =0
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Logo,
-8 0 O -8 —16 6
A=| 16 12 —4| e A=| 0 12 -2
6 -2 0 0 -4 0

sao, respectivamente, as matrizes dos cofatores e adjunta da matriz A. Logo a inversa da matriz A é

dada por
-8 —16 6 1 2 =3
,1_ .
A =—g| 0 12 -2|=|0 -3 1
0 —4 0 0 5 0

Vejamos agora algumas propriedades sobre a inversa de matrizes inversiveis.
Proposicao 1.31. Sejam A e B matrizes quadradas de mesma ordem n X n. Temos:

(1) se A e B sdo inversiveis, entio A B € inversivel e

(AB)y'=B1A",

(2) se A € inversivel, entao A™" é inversivel e
(AT =4
(3) se A € inversiveis, entao A' € inversivel e
() = (47"
(4) se A é uma matriz inversivel tal que existe uma matriz quadrada C' de ordem n X n tal que
AC =1,

entao

CA=1, e A'l=C.

A propriedade dada no item (4) serd usada da seguinte maneira: quando sabemos que a matriz é

inversivel (isto é, det(A) # 0) e temos uma candidata a inversa de A, denotada por C, para checar se
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essa candidata é de fato a inversa de A precisamos checar apenas se A C' = [,. Essa propriedade serd
usada na proxima aula quando apresentarmos um método pratico para o célculo da inversa de matrizes.
Ainda, nao é verdade que se A e B sao matrizes inversiveis entao A + B é uma matriz inversivel. Para

vermos esses fato consideremos as matrizes

Temos que

det(A) =1 e det(B)=—1.

Logo A e B sao matrizes inversiveis. Porém,

A+B=

e, como

det(A+ B) =0,

temos que A + B nao é uma matriz inversivel.

Vamos agora introduzir um método rapido, utilizando as operacoes usadas para o escalonamento
de matrizes, para encontrar a inversa de matrizes, quando estas forem inversiveis. Esse método consiste
em colocarmos a matriz, A, matriz que queremos calcular a inversa, ao lado da matriz identidade, de
mesma ordem da matriz inicial, e efetuarmos operacoes elementares em A de modo a transforma-la na
identidade e efetuarmos essas mesmas operacoes na identidade e, dessa forma a transformando em uma
matriz equivalente B. A matriz B obtida é uma candidata a inversa da matriz A. Vejamos um exemplo.

Vamos calcular a inversa, se existir, da matriz

1 -1 -1
Antes de fazermos qualquer esforco, vamos verificar primeiro se a matriz A é inversivel. Temos

1 -1 1 -1 11
det(A4) =1 ~1 +1 (1= = (14D +(-1-1)=-2-2= 4,
-1 -1 1 -1 1 -1
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Portanto, a matriz A é inversivel. Vamos entao calcular a sua inversa:

1 1 1 100 11 1|1 00
Ly = Ly + Li(—1)

1 1 -1/010 0 0 —2[-110
Ly =Ly + Li(-1)

1 -1 -1 (001 y |0 -2 =2 |-101
1 1 1|1 00 1 1 1|1 00
0 0 —2]-110 Ly < Ly 0 -2 -2 [-101

_—
0 -2 -2 |-101 0 0 —2[-110
1 1 1|1 00 11 1 |1 0 0
0 -2 -2 |-101 Ly = Ly(—1/2) o1 1|+ 0 -1
00 —2|-110 ' 00 —2]-11 0
11 1 (1 0 0 1111 0 0
01 1|35 0 -1 L3 = L3(—1/2) 0114 0 -1
00 —2[-11 0 001]35 —5 0
1111 0 0 110|35 35 0
L2 = LQ + Lg(—l)
011|35 0 —1 0100 § —3
Ly = Ly + Ls(—1) o

0013 —5 0 001]35 —3 0
1103 35 0 1003 0 3
0100 5 —3 Ly = L1+ Ly(—1) 0100 5 —3
0013 —3 0 001]3 —3 0

Assim, uma candidata a inversa da matriz A é

1 1
202
B=lo 4 -
1 1
7 =3 0
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Mas,
11 1 5 0 2 100
AB=|1 1 -1 0 3 —3|=1010]|=I
1 -1 -1 5 =3 0 001

Como A é inversivel e A B = I3, a propriedade 4 da Proposi¢ao implica que B é a inversa de A,

isto é,
3 0 3
-1
at=lo b
ot
1.5 Exercicios Propostos
_ 210 0 0 2 3 20 ]
1. Sejam A = , B = e C = matrizes de ordem em 2 x 3.
1 21 6 4 2 010
Calcule 3(A—1/2B) + C.
—1
‘ 12 3 2.0 1
2. Sejam A = , B = ,C = 2 eD:[Q _1}.EncontreA—|—B7
2 1 -1 3 01
4
AC, BC,CD, DA, DB, —A e —D.
. 2 x?
3. Seja A = . Se A = A, calcule o valor de x.
20 —1 0
4. Se A é uma matriz simétrica de ordem n, calcule A — A*.
5. Seja A = [ai;]nxn uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é uma matriz triangular

superior se a;; = 0 sempre que ¢ > j. Dar exemplos de matrizes triangulares superiores.
6. Se A é uma matriz triangular superior de ordem n, encontre A’
7. Com base na Definicao dada no Exercicio 7, defina matriz triangular inferior.

8. Seja A = [a;j]nxn uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é uma matriz diagonal se

a;; = 0, para todo i # j. Dar exemplos de matrizes diagonais.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Se A é uma matriz diagonal de ordem n, encontre A?.

-2 1
Se A? = AA, para toda matriz quadrada de ordem n, calcule
3 2
Se A é uma matriz triangular superior de ordem n, encontre A2
1 -3 2 1 4 10 2 1 -1 =2
Dadas A=|2 1 -3|,B=12 1 11|eC=1]3 -2 —1 —1 |, mostre que
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 =5 —1 0
AB = AC.

Suponha que A # O e AB = AC, onde A, B e C sao matrizes tais que as multiplicagbes estejam
definidas.

’

(a) E sempre verdade que B = C'7 Dar exemplos.
(b) Se existir uma matriz Y tal que YA = I, onde I é a matriz identidade, entao B = C?

Explique por que, em geral, (A + B)? # A? + 2AB + B?> ¢ (A+ B)(A — B) # A?> — B2 Dar

exemplos de matrizes A e B que satisfazem e que nao satisfazem as expressoes acima.

2 -3 =5 -1 3 5 2 -2 —4
Considere as matrizes A= | —1 4 5 , B= 1 -3 -5 |eC=|-1 3 4
1 -3 —4 -1 3 5 1 -2 -3

(a) Mostre que AB=BA=0, AC=AeCA=C.

(b) Use os resultados do item anterior para mostrar que ACB = CBA, A*—B? = (A—B)(A+B)
e (A4 B)? = A? + B2

E sempre verdade que o produto de duas matrizes simétricas é ainda uma matriz simétrica? Dar

exemplos para justificar a sua resposta.

Dizemos que uma matriz quadrada A de ordem n é uma matriz anti-simétrica se A' = —A. Resolva

os seguintes itens:

(a) Dar exemplos de matrizes anti-simétricas
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

(b) A soma de duas matrizes anti-simétricas é uma matriz anti-simétrica.

Se A e B sao duas matrizes quadradas de ordem n tais que AB = BA, mostre, usando proprie-
dades, que as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:
(a) (A— B)? = A% - 2AB + B?
(b) (A— B)(A+ B) = A? — B
(c) (A= B)(A*+ AB + B?) = A3 — B3.
Se A e B sao duas matrizes quadradas de ordem 2 tais que AB = Q5. Podemos concluir que:
(a) A=0y ou B =057
(b) BA = 0y?
Nos dois itens dar exemplos para justificar a sua resposta.

1

Mostrar que as matrizes , onde y é um numero real nao nulo, verificam a seguinte

— e

Y
equacao matricial: X2 = 2.X.

Verifique, usando o escalonamento de matrizes, se as matrizes abaixo sao equivalentes a matriz

indentidade da respectiva ordem.

1 2 -3 4 1111
1 3 2 1 3 -2
2 3 -8 5 01 1 1
A= ,B=12 5 6|,C=] -2 -5 2 e D=
13 1 3 00 1 1
-3 -2 7 1 2 1
38 —1 13 0001

Descreva todas as matrizes 2 X 2, que estao na forma escada.

Reduza a forma escada as seguintes matrizes:

0 2 2
1 =2 3 —1 01 3 =2
1 1 3
A=12 -1 2 3 |,B=]21 -4 3 e C=
3 —4 2
3 1 2 3 2 3 2 -1
2 -3 1
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Calcular o determinante das seguintes matrizes A, B e C' abaixo.
1 001
1 2 4
3 —1 3 2 3 4
A= B = 13 9 C =
2 =2 6 5 6 7
1 4 16
78 90
2 0 -1
Calculedet | 3 0 2
4 -3 7
1 2 3 —1
Dadas as matrizes A = e B= , calcule det A 4 det B e det(A + B).
10 0 1

Sejam A e B matrizes de ordem n x n. Verifique se as colocacoes abaixo sao verdadeiras ou falsas.

Justifique a sua resposta apresentado uma demonstracao rapida ou dando um contra-exemplo.
(a) det(AB) = det(BA);
(b) det(A") = det A;
(c) det(24) = 2det A;
(d) det(A?) = (det A)%

Mostre para uma matriz geral de ordem 4 x 4 que o determinante de uma matriz triangular A é

igual ao produto dos elementos de sua diagonal.

1 1 1
Mostre quedet | ¢ b ¢ | =(a—0)(b—c)(c—a).
a®> b
2 3 1 =2
5 3 1 4 _
Dada a matriz A = , calcule Asz, det(Asz), Aos, det A, A, adjA e A™L.
0 1 2 2
3 -1 =2 4
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Se A ou B é uma matriz nao inversivel, entao AB também nao é inversivel. Prove este fato sem

usar determinantes.

2 1 =3
DadaamatrizA= | 0 2 1 |,calculeadjA, detAe AL
51 3

Dizemos que A e B sdo matrizes semelhantes se existe uma matriz inversivel P tal que B = P71 AP.

Mostre que se A e B sao semelhantes entao det A = det B.

Verifique se as colocagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Justifique a sua resposta apresentado

uma demonstragao rapida ou dando um contra-exemplo.

(a) Se det A =1, entdao A~ = A.

(b) Se A é uma matriz triangular superior e A™! existe, entdao A™! serd uma matriz triangular

superior.

(¢) Se A é uma matriz n x n da forma kI, entao det A = k™.

Sejam A e B matrizes inversiveis de ordem n x n. Mostre que A + B também é uma matriz

inversivel e calcule (A + B)~L.
Sejam A, B e C' matrizes de ordem n x n. Se A é inversivel, mostre que AB = AC = B = C.

Se A, B e C' matrizes inversiveis de ordem n X n, encontre uma matriz X de maneira que

AB™'X) = C'A.

Seja A uma matriz inversivel de ordem n x n. Mostre que A~! também ¢ uma matriz inversivel e

calcule (A71)~1.
Seja A uma matriz inversivel de ordem n x n. Mostre que A’ é inversivel e calcule (A*)~1.

Verifique se as matrizes abaixo sao inversiveis. Em caso afirmativo, calcule a sua inversa usando
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41.

42.

43.
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o método direto (escalonamento).

-3 4

1 2 1111
1 3 2 1 3 -2
2 3 -8 5 01 1 1
A= ,B=1] 2 5 6|,C=] -2 -5 2 e D=
13 1 3 00 1 1
-3 -2 7 1 2 1
38 —1 13 000 1

Seja A uma matriz inversivel. Mostre que kA é uma matriz inversivel quando k # 0 e calcule

(kA)~.

1 00 1 0 0
Mostre que amatriz | ¢ 1 0 | éinversivel paratodoa,b,c € Reque A™' = —a 1 0

b ¢ 1 ac—b —c 1
Existe alguma matriz inversivel A tal que A%? = O, justifique a sua resposta.



Capitulo 2

Sistemas Lineares

Neste capitulo vamos aplicar o escalonamento de matrizes estudado na se¢ao anterior para classificar

e resolver sistemas lineares.

Definicao 2.1. Uma equagao linear ¢ uma equacao da forma:

a1T1 + asxs + asxs + ...+ a,x, = b,

onde
® I, To, T3, ... T, SA0 as varidveis da equacao;
® ay, G, Az, ... A, SA0 0s respectivos coeficientes das varidveis da equacao;

e b € o termo independente.

Diremos que uma n—upla (c1,ca,¢3,...,¢,), onde cada ¢; € R parai=1,2,...,n sdo nimeros reais, €

uma solugao da equagao linear se (cy,co, ¢, ..., ) Satisfaz a equagdo linear, isto é, se
a1C1 + aoCo + aszc3 + ... + anCyp = b.
Por exemplo, se considerarmos a equagao linear
20 —y+z2=1,

temos que

59



60 Marcos Roberto Teixeira Primo

e as variaveis sao z, y € z;
e 0s respectivos coeficientes das varidaveis sao 2, —1 e 1;
e o termo independente ¢é igual a 1.

Nesse caso podemos encontrar varias solucoes para a equacao linear, bastando para isso atribuir valores,
por exemplo, para as varidveis x e y e encontrar o valor da varidvel z tal que a tripla (x,y, z) satisfaca

a equacao. Se r = 1 e y = 2, entao devemos ter que
21)-112)+2=1 <= z=1.

Assim a tripla (1,2, 1) é uma solu¢do da equagao linear.

Uma observacao importante que colocamos nesse ponto € que a posicao que um numero esta na
n—upla de uma solugao é essencial, pois essa posicao indica que o niimero esta associado a uma deter-
minada variavel da equacao, e se trocarmos essa posicao a n—upla pode nao ser solucao da equacao.

Por exemplo se considerarmos a tripla (2,1, 1), entao
22) - 1(D1+1(1)=4—-14+1=4#1,

ou seja (2,1,1) nao é solugao da equagao 2z —y + z = 1, e vimos que a tripla (1,2,1) é solucao da

equacao.

Definicao 2.2. Um sistema de m equacgoes lineares com n variaveis ¢ um conjunto de m equagoes

lineares, cada uma delas com n— wvaridveis, consideradas simultaneamente. Denotaremos tal sistema

por
(
a1 + 199 + a13T3 + ...+ ALy = b1
a21T1 + AT + G373 + ... + AonTy = by
S : as1T1 + A32T2 + Q3373 + ...+ a3nTy = b2
[ %1+ Q12%2 + A13%3 + ...+ ATy = by
onde

® Iy, Ty, T3, ... T, Sao as varidveis do sistema S;
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e para i =1,2,....mej=12...,n, a; sdo os respectivos coeficientes das varidveis do sistema
S:
e para by, by, ..., b, sdo os termos independentes do sistema S.
Definigao 2.3. Diremos que uma n—upla (cy,co,C3,...,¢n), onde cada ¢; € R parai=1,2,...,n sao
nimeros reais, € uma solugdo do sistema linear S se (c1,ca,C3, ..., ¢y) Satisfazem todas as m equagies

lineares de sistema linear S ao mesmo tempo, isto €, se

ai11C1 -+ a12C2 + a13C3 4+ ...+ A1pnCp — b1
ag1C1 + A92C2 + A3C3 + ...+ a9nCy = by

S < a31C1 + asaCo 4+ asscs + ... + agpC, = b2

L Am1C1 + AmaCo + Ap3C3 + ... + QppCy = bm

O conjunto de todas as solugoes do sistema S serd denotado por
V ={(c1,ca,¢3,...,¢n) €ER™; (c1,C0,¢3,...,¢,) € solugao de S}.

Por exemplo, se considerarmos o sistema linear com 2 equagoes e 3 variaveis

2 —y+z2=1
r+2y==6
temos que
e 0 numero de equagoes é m = 2;
e 0 numero de variaveis é n = 3;
e as variaveis sao
x
Y
<3
e 0s coeficientes sao
011:2 CL12:—1 0,11:1

agn =1 agp =2 ax =070
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e 0s termos independentes sao

Para encontrarmos solugoes desse sistema precisamos encontrar solugoes das duas equacoes lineares ao

mesmo tempo. Vimos que a tripla (1,2, 1) é uma solu¢ao da primeira equagao, mas
1(1)+2(2) +0(1) =5 #6,

ou seja a tripla (1,2,1) nao é uma solugdo da segunda equagao. O problema que aparece aqui é que
o sistema linear poder nao ter solugao, pode ter uma tnica solucao ou ter mais que uma solucao. O
objetivo dessa secao é encontrar, quando possivel, todas e exatamente todas as solugoes de um sistema

linear. Por exemplo a tripla (0, 3,4) é uma solugao do sistema, pois
20)—(3)+1(4)=-3+4=1
ou seja, ¢ solugao da primeira equacao e
1(0) +2(3) +0(4) =0+6+0 =6,

ou seja, também é solugdo da segunda equagao. Logo, (0,3,4) é uma solugdo do sistema. Porém, um

calculo rapido mostra que a tripla (%, %, 0) também é uma solucao do sistema. Uma pergunta que fica é
se existem outras solugoes e também, quantas sao as solucoes desse sistema. Veremos mais adiante que
como conseguimos apresentar duas solugoes para o sistema, entao o sistema possuira infinitas solugoes.

Dessa forma o objetivo dessa se¢ao é dizer quantas solugdes um sistema linear possui e encontrar,
quando possivel, todas as solugoes desse sistema linear.

Antes de prosseguirmos faremos duas observagdes importantes.

e Se considerarmos as matrizes

a1 a12 Ce Q1n I b1

921 929 ... Qop i) bg

m1 Am2 ... Gmp Tn bm
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usando o produto de matrizes podemos ver que o sistema S pode ser escrito usando a seguinte

equacao envolvendo matrizes

AX = B,

a matriz A serd chamada de matriz dos coeficientes do sistema linear, a matriz X é chamada
matriz das variaveis e a matriz B é chamada a matriz dos termos independentes e, portanto,
resolver o sistema S é o mesmo que encontrar uma matriz X que resolve a equagao matricial. A

partir de agora usaremos essa notacao;

e No sistema S, quando todos os termos independentes sao nulos, isto é, b; = 0 para todo i =

1,2,...,m, o sistema sera chamado de sistema linear homogéneo e denotaremos por

y
a1 + aj9xe + a13x3 + ... + a1, = 0

a21T1 + a29T9 + 9313 + ...+ a2nTy — 0

SH : § azi@y + ages + assws + ...+ agnx, =0

L a11T1 + A12C2 + A13T3 + ... + A1 Ty = 0.

Observando o sistema homogéneo acima vemos que a n—upla (0, 0,0, ...,0) é sempre uma solugao
do sistema. entao para sistemas homogéneos, s precisamos dizer se o sistema possui uma unica

solugao, neste caso a solugao nula, ou se possui solugoes nao nulas, quantas e quais.

Para exemplificar a ultima observacao acima vamos resolver o seguinte sistema linear homogéneo

usando a técnica da eliminacao gaussiana. Consideremos entao o sistema

20+2=0
y+z=10
2¢ —y = 0.

O sistema acima ¢ um sistema homogéneo, pois todos os coeficientes independentes sao nulos, com 3
equagoes e 3 variaveis. As matrizes
2 0 1 x 0

A=10 1 1|, X=1|y e B=1|0

2 -1 0 z 0
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sao as matrizes dos coeficientes, das variaveis e dos termos independentes. Imediatamente vemos que
a tripla (0,0,0) é uma solugao do sistema. Para obtermos outras, observemos que da primeira equagao

do sistema obtemos que

e da terceira equacao obtemos que

Logo, (z,y, z) é uma soluc¢do do sistema homogéneo acima se, e somente se,
y=2r e z= -2,

ou seja, a tripla (x, 2z, —22) é uma solugao do sistema homogéneo para qualquer valor que atribuamos

a variavel x. Assim, o sistema homogéneo possui infinitas solugoes e seu conjunto solucao é dado por
V = {(z,27,—22) € R*; x € R}.

Definigao 2.4 (Classificagcao de um Sistema). Seja S um sistema linear com m equagoes e n

varidveis. Entao

(a) diremos que o sistema S ¢ incompativel (ou impossivel) se ele nao possuir nenhuma solu¢ao.

Nesse caso seu conjunto solugao serd

V={} ou V=0

(b) diremos que o sistema S é compativel determinado (ou possivel determinado) se ele possuir

uma unica solugao (c1,c,cs,...,¢,) € R™. Nesse caso seu conjunto solugdo serd
V= {(Cla C2,C3, ... 7cn)};

(c) diremos que o sistema S é compativel indeterminado (ou possivel indeterminado) se ele possuir

mais que uma solugao (infinitas solugdes). Nesse caso seu conjunto solu¢ao serd

V ={(c1,c,c3,...,¢,) € R, condigdes sobre (cq,co,c3, ..., c,) para ser solu¢io de S}.



Introducao a Algebra Linear 65

2.1 Resolucao de Sistemas Lineares Via Escalonamento

Agora, para comecarmos a resolver sistemas lineares mais gerais vamos introduzir uma técnica, que

utiliza o escalonamento de matrizes. Seja S um sistema linear com m equacoes e n variaveis

4
a11%1 + a12%2 + a13T3 + ...+ Q1 T, = by

9121 + Q929 + Qo33 + ... + a9y, = by

S a31°1 + a39x9 + a33x3 + ...+ as, T, = b2

a1 + a9 + a1373 + ...+ ATy = bm-

Associado ao sistema temos

a1 a12 N AT T b1

921 Q29 ... QA9 i) b2
A= L X = e B = ,

m1 Am2 ... Gmp Tn bm

a matriz dos coeficientes do sistema linear, que é uma matriz de ordem m X n, a matriz das variaveis e a
matriz dos termos independentes, que sao matrizes de ordem n x 1 e m X 1, respectivamente. Também

associado ao sistema temos a seguinte matriz de ordem m x (n+ 1) :

ai a12 ... QA1p b1
~ o1 Q22 ... Qop bg
A= ,
U1 Am2 v Qmn | bm

que é denominada matriz ampliada associada ao sistema linear S. Observemos que na matriz A os
termos que estao antes do traco sao os coeficientes da matriz dos coeficientes A e, apds o trago sao os
termos independentes. A idéia agora é transformar a matriz ampliada A, usando somente as operagcoes
elementares introduzidas na secdo anterior, em uma nova matriz, A; de ordem m x (n+ 1), de tal
forma que a parte associada a matriz A (de ordem m x n) dentro de A, seja uma matriz escalonada
(na forma escada). Seja S; o novo sistema, cuja matriz ampliada seja essa nova matriz Ay. Como os

coeficientes da matriz ampliada A; sdo em sua maioria zeros, resolvermos o novo sistema fica muito
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mais facil. Antes de comegarmos a fazer alguns exemplos dessa técnica, uma pergunta que deveriamos
fazer e/ou responder é se as solugdes do novo sistema obtido S; sdo também solugoes do sistema inicial
S e vice-versa, se todas as solugoes do sistema inicial S sao solugoes do novo sistema Sy. A resposta nos

dois casos sao verdadeiras e na realidade temos o seguinte teorema:

Teorema 2.5. Sistemas lineares associados a matrizes ampliadas equivalentes (linha equivalentes) pos-

suem exatamente as mesmas solucoes.

Nao faremos a prova deste teorema, mas vale a pena fazermos algumas consideracoes sobre essa
prova. Lembrando que matrizes equivalentes sao matrizes que sao obtidas uma da outra através de
um numero finito de operacoes elementares. Nao é dificil ver que quando realizamos qualquer uma das
trés operagoes elementares sobre as linhas da matriz nao alteramos as solugoes dos respectivos sistemas

lineares associados:

e se A; é obtida de A pela troca de duas linhas, claramente os dois respectivos sistemas associadas

continuam tendo as mesmas solugoes, pois s6 trocamos as posigoes das equagoes;

e ¢ A; é obtida de A pela multiplicacao de uma linha por um numero nao nulo, entao os dois
respectivos sistemas associadas continuam tendo as mesmas solugoes, pois multiplicamos os dois

lados de uma equacao linear pelo mesmo niimero nao nulo;

e se A; é obtida de A pela troca de uma linha por essa mesma linha somada com uma outra linha
multiplicada por um nimero nao nulo, entao os dois respectivos sistemas associadas continuam
tendo as mesmas solucoes, pois uma solucao do sistema satisfaz todas as equagoes ao mesmo
tempo e quando somamos duas equagdes a n—upla (solu¢ao) também satisfaz essa "nova equagao”,

multiplicar por um nimero nao nulo ja vimos que nao altera a solucao.
Baseado neste teorema temos as seguintes defini¢oes

Definicao 2.6. Dois sistemas lineares de m equagoes e n varidveis sao equivalentes se eles possuirem

0 mesmo conjunto solucao.

Definigao 2.7. Diremos que um sistema estd na forma escalonada (na forma escada), se a sua matriz

ampliada estiver na forma escalonada ( na forma escada).
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Exemplo 2.8. Usando o método do escalonamento de matrizes vamos, se possivel, resolver o sequinte
sistema linear:
r—y+z=1
S 20 —y+z2z=4
r—2y+22=0.

De fato: Associado a este sistema temos as matrizes

1 -1 1 T 1
A=12 -1 1|, X=|y| eB=|4],
1 -2 2 z 0

dos coeficientes, das variaveis e dos termos independentes respecitvamente. Também a matriz ampliada

do sistema fica

1 -1 1|1
A=12 -1 1 |4
1 -2 210

Vamos entao escalonar a matriz ampliada A do sistema. Temos

—_
|
—
—_
—_
—_
|
—
—_
—_

LQ — L2 + Ll(_2)
L3 == L3 + Ll(—l)

b

I
— [\
| |
[\ —
[\ —
(@] P~
o O
I =
[—
[ |

—_
S
—

1 -1 1 | 1 1 -1 1 |1
0 1 —1]2 Ls = Ls + Ly(1) 0 1 —-1]2
0 -1 1 | -1 > 00 o0 |1
111 |1 (10 0 |3
0 1 —11]2 Ly = Ly + Ly(1) 01 -1 ]2 |=4.
00 0 |1 > 00 0 |1

A parte associada & matriz A (de ordem 3 x 3) dentro da matriz A; estd escalonada (na forma escada)
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e o sistema associado a A; fica entao da forma

r+0y+0z=3
Sy Oz +y—2z=2
Ox + 0y + 0z = 1.

Como a terceira equagao do sistema S; nao serd satisfeita para qualquer tripla (x,y, z) € R? de nimeros
reais, entao o sistema S; é um sistema incompativel e, portanto, como A; é equivalente a A, obtemos

que o sistema S é um sistema incompativel e seu conjunto solucao fica
V={} ou V=0,

completando o exemplo. Observemos que neste exemplo a matriz A; nao esta escalonada, enquanto

que a parte da matriz associada a matriz dos coeficientes A esta escalonada. O

Exemplo 2.9. Vamos fazer o mesmo que no exemplo anterior para o sequinte sistema linear:

20 + 5y +4z =4
S r+4y+3z2=1
T — 3y — 2z =05.

De fato: Associado a este sistema temos as matrizes

2 5 4 x 4
A=|1 4 3 |, X=|y|eB=|1],
1 -3 —2 2 5

dos coeficientes, das variaveis e dos termos independentes respecitvamente. Também a matriz ampliada

do sistema fica
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Vamos entao escalonar a matriz ampliada A do sistema. Temos

2 5 4 4
A= 1 4 3 1 trocar Lo por Ll\
1 -3 -2 1|5
1 4 3 1
Ly = Lo+ Li(—2)
2 5 4 4
Ly = L3+ Li(1)
1 -3 -2 1|5
1 4 3 1
0 -3 =2 1|2 Ly = Ly(—1/3)
0 -7 -5 |4 '
1 4 3 1
0 1 2 |-2 L3 = Ly + Ls(7)
0 -7 -5 | 4 ’

Ly = Ls(—3)

Ll - Ll + Lg(—3)

L2 - L2 + Lg(—2/3>

L1 - L1 -+ LQ(—4)

~

w

— Wi
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A matriz A, estd na forma escalonada e seu sistema associado fica entao da forma

r+0y+0z=3
Sy Oz 4+y+0z=-2
Oz 4+ 0y + 1z = 2.

Assim, vemos que a tinica solugao do sistema S; é a tripla (3,—2,2) € R? de ntimeros reais, entao o
sistema 57 é um sistema compativel determindado e, como A; é equivalente a A, obtemos que o sistema

S é um sistema compativel determinado e seu conjunto solugao fica
V ={(3,-2,2)},

completando o exemplo. Observemos que neste exemplo, tanto A; quanto a parte associada & matriz

dos coeficientes estao escalonadas. O

Exemplo 2.10. Vamos fazer o mesmo do exemplo anterior para o sequinte sistema linear:

r—2y—z=1
S 2r+y—32=0
x— Ty =3.

De fato: Associado a este sistema temos as matrizes

1 -2 -1 x 1
A=12 1 3|, X=|yleB=]0],
1 =7 0 z 3

dos coeficientes, das variaveis e dos termos independentes respecitvamente. Também a matriz ampliada

do sistema fica

1 -2 -1 |1
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Vamos entao escalonar a matriz ampliada A do sistema. Temos

1 -2 —1 |1 o) 1 -2 -1 | 1
~ L2:L2+L1 —2
A=12 1 =310 0 5 —11]-=2
Ly = Ly + Li(—1)
1 -7 0 |3 0 -5 1 | 2
1 —2 -1 | 1 W) 1 —2 -1 1
Ly = Ly(1/5
0 5 —1|-2 o 0 1 -1|-2
Ly = Ly + Ly(1)
0 -5 1 | 2 N 00 010
i [ 7 1
1 —2 -1 1] 1 10 I | !
0 1 —%|-2 Ly =L+ Ly(2) 01 —1|-2|=4.
00 010 ’ 00 0 | 0

A matriz A, estda na forma escalonada e seu sistema associado fica entao da forma

t4+0y—Iz=

Tl Ot

Syt 0r+y—+z=—
Oz + 0y + 0z = 0.

Observemos que a ultima equagao linear do sistema 57 nao nos fornece nenhuma informacao e é satisfeita

para toda tripla (z,y, z) € R® de niimeros reais e das outras duas equagoes lineares obtemos que

7,1 12
TTETE CYVTR TR

ficando a variavel z € R livre e variando em todo o conjunto dos nimeros reais. Entao o sistema S; é
um sistema compativel indetermindado e, como A; é equivalente a A, obtemos que o sistema S é um

sistema compativel indterminado e seu conjunto solugao fica

1 1 2
V ={(z,y,z2) € R% x—%z—i-g e Y= z— com z € R},

completando este exemplo. Observemos que neste exemplo, tanto A; quanto a parte associada & matriz

dos coeficientes estao escalonadas. O
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2.2 Classificacao e Discussao de Sistemas Lineares

Vimos nos trés exemplos acima que um determinado sistema pode ter uma tunica solucao, pode ter
mais que uma solugao (neste caso sempre possuird infinitas solugdes) e, também, pode nao ter solugao

alguma. Estas trés possibilidades sao as tnicas com relagao as solucoes de um sistema. Temos assim a

Definigao 2.11 (Classificagdo de um Sistema). Seja S um sistema linear com m equagoes e n

varidveis. Entao

(a) diremos que o sistema S ¢ incompativel (ou impossivel) se ele ndo possuir nenhuma solu¢ao.

Nesse caso seu conjunto solugao serd

V={} ou V=0

(b) diremos que o sistema S é compativel determinado (ou possivel determinado) se ele possuir

uma unica solugdo (cy,c,cs,...,cn) € R™. Nesse caso seu conjunto solug¢do serd

V= {(Cla027c37 <. 7Cn)};

(c) diremos que o sistema S é compativel indeterminado (ou possivel indeterminado) se ele possuir

mais que uma solugao (infinitas solugdes). Nesse caso seu conjunto solu¢ao serd

V ={(c1,¢c,¢3,...,¢,) € R™; condigoes sobre (c1,ca,c3, ...,¢,) para ser solugio de S}.

No item (c) as condigdes para que a n—upla (¢, o, c3, ..., ¢,) seja uma solucao do sistema S, em
geral, ¢ dada como sendo um determinado nimero de varidveis, denominadas variaveis dependentes,
em fungao das demais, chamadas de variaveis livres. O nimero de variaveis livres é denominado grau
de liberdade do sistema linear S.

Ainda sobre as solugoes de um sistema linear com m equacOes e n variaveis, para finalizar esta secao,

vamos discutir o sistema com relacao a quantidade de suas solucoes, observando algumas propriedades
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das matrizes ampliadas e das matrizes dos coeficientes. Seja

a1 + 19T + 1373 + ...+ A1 Ty — b1
a21T1 + Q22T + A23T3 + . .. + A2 Ty = by

S a31T1 + A3zoTo + a33x3 + ...+ agp, Ty = bg

Am1T1 + AmaT2 + Qp3T3 + ..o+ ATy = bm

e considere a matriz ampliada associado ao sistema:

a1 a1 ... Qip bl
~ a91 ao2 ... QAgp b2
A=

Um1 Qm2 - Qmp | bn

Ap6s um nimero finito de operagoes elementares transformamos a matriz ampliada A na seguinte matriz

a~11 a~12 Ce CLIn b1
a51 a52 Ce CLEn b2
i ap1 Qp2 Apn, b,
1 — )
0 0 0 | byt
0 0 0 by

que é equivalente a A e é matriz ampliada de um determinado sistema S; equivalente ao sistema S.
Observemos que A; pode nao estar escalonada (na forma escada), mas com mais um nimero finito de

operacoes elementares podemos transforméa-la em um matriz escalonada, isto é,

A — A — B.
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J& a matriz A estd escalonada (na forma escada) e

a1 A12 A1n
Q21 A22 A2n

A= ;
Am1 Am2 Amn

Sejam
e p o numero de linhas nao nulas de B,
e p o numero de linhas nao nulas de B.

Temos que

Marcos Roberto Teixeira Primo

ap  ai ain ]

Az A a2,

p1  Ap2 Apn, _5
0 0 0

0 0 0 |

0<p<ne 0<p<n+1.

Os nimeros p e j sdo chamados de posto das matrizes A e A, respectivamente. Por exemplo, no Exemplo

2.8 vimos que
1 -1 111 1 0 0
A=|2 -1 14| — [0 1 -1
1 -2 210 00 O
e
1 -1 1
A=12 -1 1 —
1 -2 2

Neste caso temos que
e o posto pde A éigual a 2,isto é p=2<3=mn;

e o posto pde Aéigaula 3, istoép=3=n

10 0 |0
=4 — |01 -1]0]|=8B
00 0 |1
10 0
01 -1 |=8B
00 0



Introducao a Algebra Linear 75
e vimos que o sistema associado matriz ampliada A foi um sisstema incompativel.
No Exemplo [2.9] vimos que

29 5 4 |4 100/ 3
— o 10|-2|=A4 =8,

o
Il
—_
W~
w
—_

1 -3 =2 |5 00 1| 2

pois A, ja esta escalonada. Ainda,

2 5 4 1 00
A=11 4 3 — |0 1 0|=8B.
1 -3 =2 0 01

Neste caso temos que
e 0 posto p de A é igual a 3, isto é p =3 =n;
e o postopde Aéigaul a3, istoép=3=n

e vimos que o sistema associado matriz ampliada A foi um sisstema compativel determinado.

Por fim, vimos no Exemplo que

1 -2 -1 11 10 -1 | 1
A=12 1 3|0 — |01 -L|-2|=4=5
1 -7 0 |3 00 0 |0
pois A; jé estd escalonada. Ainda,
1 -2 -1 10 —1
A=12 1 =3| — [0 1 —% |=B

Neste exemplo temos que
e o postopde A éigual a 2,isto é p=2<3=mn;

e opostopde Aéigaula 2, istoé p=2<3=n
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e vimos que o sistema associado matriz ampliada A foi um sisstema compativel indeterminado, e a
razao para isso é que o o posto das matrizes A e A sdo menores que n, que é o nimero de varidveis
(colunas) do sistema linear (da matriz dos coeficientes).

Com base nessas observacoes acima temos o seguinte critério para classificar o sistema quanto
ao numero de solugoes. Sejam S um sistema linear com m equagoes e n varidveis, A a matriz dos
coeficientes e A a matriz ampliada associado ao sistema S. Se p denota o posto de A e p denota o posto

da matriz ampliada A, temos que
(a) se p < p, entdo o sistema serd incompativel;
(b) se p=p =n, entdo o sistema serd compativel determinado;

(c) se p = p < n, entdo o sistema serd compativel indetermindado, e neste caso poderemos escolher
n — p varidveis para ser livres (grau de liberdade é igual a n — p) e deixar as outras p varidveis em

funcao destas.

Como exemplo deste critério vamos discutir e classificar, em funcao do parametro a € R, e depois

resolver, quando possivel, o seguinte sistema:

p
r + y + =z + w = 1;
s r + 2y + 2z + 2w = 3
' r + y + 2z + 20 = 4
|z + v + z + (a+lDw = 4.
A matriz ampliada associada a este sistema é
1 11 1 1
_ 1 2 2 2 3
A=
1 1 2 2 4
1 11 (a+1) | 4
Temos ~ - _ -
1 11 1 1 11 1111
Ly =Ly + Ly(—1)
- 1 2 2 2 3 01 1112
A: L3:L3+L1(—1)
11 2 2 4 001113
Ly=Ls+ Li(—1)
1 11 (a+1) |4 000 a|3
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Observando a segunda matriz acima vemos que quando a for igual a zero um linha da parte da matriz

correspondente & matriz dos coeficientes serd nula. Dessa forma vamos separar em dois casos:

a=0 Quando a = 0 vemos que

111 11 11111
01112 Lo = L(1/3 01 112
4= Ly Z
00113 00113
00 0O0]|3 0 00O0]|1
111111 111110
Ly = Ly + Ly(—1)
01112 01 1110
Lo = Lo + Ly(—2)
00113 001 1]0
Lg — L3 + L4<—3)
00 0O0]|1 X 0 00O0]|1
111110 110010
0011/ 0 Ly = Lo+ L3(—1) 001 1]0
0000]1 " looo0o0]1
110010 100 010
010070 0100710 .
L1:L1+L2(—1) =B.
001110 5 001110
00 0O0]|1 0 00O0]|1
Assim, quando a = 0 a matriz ampliada do sistema serd equivalente a
11111 100 010
- 122 213 01 0O0]|0 .
A= — =B
112 2|4 001110
111114 00001
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e a matriz dos coeficientes do sistema sera equivalente a

1111 1000
1 2 2 2 0100
A= — =B.
11 2 2 0011
1111 00 00
Logo,
p=3<4=p,

ou seja, o posto da matriz dos coefecientes ¢ menor que o posto da matriz ampliada e, portanto,

quando a = 0 o sistema ¢é incompativel.

a # 0 Quando a # 0 obtemos que

11111 111111
01 1112 Ly = La(l/ 011 1]|2
4 = Lyll/a
00113 —2 001 1]3
000 als3 000112
11111 1110 |1-2
Ll = Ll + L4(—1)
011112 0110]2-32
LQ = L2 + L4(—1)
001 1]3 0010|332
Ly = L3+ Ly(—1)
0001|232 » |0001] 2
1 110]1-2 1100 -2
0110]2-2 Ly =L+ L3(—1) 0100 -1
001032 Ly = Ly + Ls(-1) 001032
0001 3 0001 3
1100 -2 1000 —1
0100 -1 0100 -1
Ll == Ll —+ LQ(—l)
001032 N 0010]|3=-2
0001 3 0001 3
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Assim, quando a # 0 a matriz ampliada do sistema serd equivalente a

111 1 1 10 00 -1
- 122 2 3 0100 -1 .
112 2 |4 001032
111 a+1 |4 0001/ 2
e a matriz dos coeficientes do sistema sera equivalente a
111 1 1000
12 2 2 0100
A= — = B.
112 2 0010
1 1 1 a+1 0001
Logo,
p=p=4

ou seja, o posto da matriz dos coefecientes é igual ao o posto da matriz ampliada e, ambos
sao iguais ao numero de varidveis do sistema. Portanto, quando a # 0 o sistema é compativel

determinado.
Para resolvermos o sistema, temos que quando a = 0 o conjunto solucao do sistema ¢é
V={}ou V=0
e, quando a # 0, o conjunto solugao do sistema é

33
V={(-1,-1,3-—>=-) eR" a e R*}.
a a

2.3 Regra de Cramer

Nesta secao vamos usar a inversa de uma matriz para resolver sistemas lineares onde o ntimero de

equacgoes e o numero de varidveis sao 0s mesmos.
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Recordemos que se S é um sistema linear com n equagoes e n variaveis da forma

(
a111 + ajoxg + a13%3 + ... Fapx, = b1

2121 + 29T 9 + 9373 4+ ...+ aonTy — bg

S a3121 + azeT2 + A33%3 + ... + A3, Ty = by

An1T1 + Apala + Ap3T3 + ...+ QppTp = by,

entao associado a esse sistema temos as matrizes

ayj; a1 ... QAip T b1

a91 Q29 ... QA9 i) b2
A= X = e B = :

Anl Qp2 .. Qpp Ty, b,

que sao, respectivamente, a matriz dos coeficientes do sistema linear, que é uma matriz quadrada de
ordem n X n, a matriz das variaveis e a matriz dos termos independentes, que sao matrizes de ordem
n x 1. Assim, resolver o sistema S é equivalente a encontrar uma matriz X de ordem n x 1 que resolver
a seguinte equagao matricial:

AX = B.

Definicao 2.12. Diremos que um sistema S com n equagoes e n varidveis € um sistema de Cramer

se o deteminante da matriz dos coeficientes de S é nao nulo, isto €,
det(A) # 0.

Como ja vimos na se¢ao anterior se o determinante de uma matriz é nao nulo, entao ela é inversivel.
Dessa forma se S é um sistema de Cramer, entao a equacao matricial associada a esse sistema possui

uma unica solugao dada por
AX =B += A Y AX)=A"'B+= (A'A)X = A"'B+— (I3)X = A™'B,

ou seja,

X=A"'B



Introducao a Algebra Linear 81

e, portanto, S é um sistema compativel determinado e sua solugao pode ser obtida da matriz X. Por

exemplo, consideremos o sistema

r+y+z=3
S r+y—z=1
r—y—z=1.

Associado ao sistema temos a matriz dos coeficientes que é dada por

Vimos no final da se¢ao anterior que A ¢é inversivel e

O N

ATl =

N |+
N

N[
|
D=
(@]

Logo, a solucao da equacao matricial AX = B associada ao sistema é

5 0 3 3 2
X=A"B=|o ! -1 1l=1]0
5 —3 0 1 1

Portanto, a tnica soluc¢ao do sistema é a tripla (2,0, 1), ou seja,
V ={(2,0,1)}.

Vimos também na se¢ao anterior que se det(A) # 0, temos uma expressao para a inversa da matriz

A que é ) ;
A Ay Ap
A Agy ... A, —
yE. 1 12 22 2 | _ 1 Y t’
det(A) - det(A)
A1n AZn Ann

onde, para todo 7,7 =1,2,3,...,n,
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com A;j, 1,5 =1,2,3,...,n, sendo matrizes quadradas de ordem (n — 1) x (n — 1) obtidas da matriz
inicial A suprimindo-se a linha 7 e a coluna j para i,j = 1,2,3,...,n. Logo, se o sistema é um sistema

de Cramer, entao a solucao da equacao matricial associada ao sistema fica da seguinte forma:

Ay Ao oo Ay by biAn +b2Ag + ...+ b Ay
A Ay ... A, b b1A1s + boAoo + ... + b, A,
N A-lp 1 12 22 2 2 | _ 1 1812 + b2A29 2 ’
det(A) |+ 1 : det(A) :

A1n AQn 2. Ann bn blAln + bQAQn + ...+ bnAnn
ou seja, i i

1 biAy 4+ b2Agy + .. 4 b Apy

T2 1 VANTIS S VAU IS S S AW

= X =
; det(A) :

Tn blAln + b2A2n + ...+ bnAnn

e, portanto, a n—upla (21, xe, ..., x,) que é solugdo do sistema é dada por

 biAn bl 4+ b A
B det(A) ’

T

bt bBn .+ biB
2 — )

det(A)

- blAln + b2A2n +...F bnAnn
" det(A)

Recordando que quando calculamos o determinante de matrizes usando o desenvolvimento de Laplace

podemos tanto utilizar linhas quanto colunas, sem alterar o valor final do determinante, e observando

as féormulas acima vemos que

bi a2 ... Qi1 Q1 Grig1 .. Qip
by ax ... G2i—1 G G241 ... Qop
bn Ap2 .. Qpi—1 Gni Qpi1 - dpp

T =

det(A) 5
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ain b @i G G .. Qg
asi by ... agi—1 Gz Ggip1 ... Qop
Gn1 bn cee Qpi—1 Qpi Apiy1 .. Gpp
Lo = ;
det(A) ’
a2 ... Q-1 b a1i41 .- QAip
A1 Qo2 ... G2i—1 by agip1 ... azy
ap1 Gp2 ... Gpi-1 bn Anit1 - Anpnp
xTr; = ;
det(A) ’
a1 Q2 ... Qi1 Q1 Giig1 ... b1
a1 Q2 ... G2i—1 Q2 G2i+1 ... bo
Ap1 Gp2 ... Gpi—1 QAp; Gpiy1 ... bn
T, =
det(A)

Nos numeradores acima aparecem o determinante de uma matriz que é obtida a partir da matriz inicial
A substituindo a coluna i pela coluna dos termos independentes para todo ¢ = 1,2,...,n. Vejamos

alguns exemplos. Primeiro considere o seguinte sistema linear

20 —3y+T7z2=1

S T+3z=95
2y — 2= 0.
A matriz dos coeficientes é dada por
2 -3 7

A=11 0 3
0 2 -1
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e, portanto,

2 7 2 -3
det(A) = —2 1 = —206-T7)— 10— (=3)) =2—3=—1.
13 10

Assim, o sistema é um sistema de Cramer e sua unica solugao (z,y, z) é dada por

1 -3 7
5 0 3
0 2 -1 49
v 1 1 ’
21 7
15 3
00 —1 -9
p— == — :9
Yy 1 1 )
2 =31
1 0 5
0 2 0 —18
: i 1

Portanto,

2.4 Exercicios Propostos

3r+5y=1
1. Dado o sistema 2¢ + z = 3 escreva a matriz ampliada associada ao sistema e reduza-a a
or+y—2=0

forma escada para resolver o sistema original.

T1+ 319+ 223 — Txs = 14
2. Encontre todas as solucoes do sistema { 2z + 629 + 25 — 224 + Hr5 = —2

1+ 312 — 23+ 225 = —1
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3. Resolver os seguintes sistemas achando as matrizes ampliadas e as reduzindo a forma escada.

r+y+z =4
{$1+21’2—$3+3$4:1 Y
20+ 5y —2z =3

1+ X9+ T3+ x4 =0
$1+21L’2+3ZE3 =0

r—2y+3z =0 T1+Tot+a3—x4 =4
S 201 + 212 +3x3 =0

20 +5y+6z2 =0 rT1+xo—234+14 = —4
3:L’1—|—2x2+a:3 =0

Ty — Tog+ T3+ X4 =2

\

4. Um sistema homogeéneo admite pelo menos uma solucao? Qual é essa solucao. Encontre os
2131 — 5$2 + 2%3 =0

valores de k, tais que o sistema homogéneo 21+ 29 + 23 =0 tenha uma solugao diferente

2331 + kfivg =0
da solucao nula.

5. Considere dois sistemas escritos na sua forma matricial: AX =Q e AX = B.

(a) Mostre que se X é solugao de AX = O e X; é solugdo de AX = B, entao X+ X; é solugao
de AX = B.

(b) Se X; e X3 sao solugoes de AX = B, entao X; — X5 é solucao de AX = Q.

(c) Usando os dois itens acima, conclua que toda solugdo de AX = B é a soma de uma solugao

de AX = O com uma solugao particular de AX = B.

6. Resolver os seguinte sistemas usando o método de Cramer.

rTH+y+z=2
r—y=4
r—y+z2=0
r4+y=0
y+22=0
rT—y+z=2
7. Determine m € R de modo que o sistema xr+ 2z =1 seja de Cramer e, depois resolva,

T+2y+mz=0
se possivel, o sistema.
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8. Calcule, se possivel, a inversa da seguinte matriz

2 -1 -1 3

9. Resolver o sistema abaixo usando o método de Cramer.

§
r—y+z+t=0

r+y—z+t=1
—r+y+z—1t=0

\ 2 —y—2+3t=1

10. Discuta os sistemas lineares abaixo, dizendo qual o posto da matriz dos coeficientes, qual o posto

da matriz ampliada e depois, quando possivel, resolva o sistema.

(

or — 2y +22=2 r+y+z=1
r+y+z+t=1
S1:i Q4 3r+y+dzr=-1 Sy S3:{ x—y—z=2
r4+y—2+2t=0
dr —3y+2=3 \2x—|—y+z:3
(
r+y+z=2 ¢
3r+3y —2z—1t=2 r+y+z=1
rT—y—z=-3
Sy Ss Sr+2y+z—2t=1 Se rT—y+2z=2
20 +y+2z=1
20 —y+3z—t=-1 r+ 6y + 3z = 3.
| 3r+2y+32=3 N
(
r—2y—32=0 r+y+z+t=0 3r—y+2z2—t=0
S7i 8 r+dy—2=0 Sg r4+y—2z4+t=0 So : 3x+y+32+t=0
20 —y+2=0 2v+y+22—-1t=0 r—y—2—>5t=0

3r+2y —122=10
r+y+z+w—-t=0 dr+3y—2+t=0

Sto St St r—y+z2=0
r—y—24+2w—t=0 r—y+2z2—t=0

20 -3y +52=0
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11. Discuta os sistemas lineares abaixo, dizendo qual o posto da matriz dos coeficientes, qual o posto
da matriz ampliada e depois, quando possivel, resolva o sistema.

(
r+2y—2z—-t=1

20 — 2y — 2z — 3t = —1
20 — 2y —2—5t=9

3r —y+z—mt=0.

12. Determinar os valores de a e b que tornam o sistema

(

3r—Ty=a
r+y=>=b
5 + 3y = ba + 2b

\ r+2y=a+b—1

compativel determinado. Em seguida resolver o sistema.
13. Discutir os sistemas lineares ( em funcao de a) abaixo.

r+y—az=0 ar + 2y =6
Syt ar+y—z=2—a Sy 3r —y = —2
rtay—z=-—a r+y=0.



Capitulo 3

Espacos Vetoriais

Em varias aplicagoes fisicas aparecem quantidades que sé podem ser representadas utilizando um
conceito matematico chamado vetor, o qual possui dire¢do, sentido e comprimento (mddulo). Na dis-
ciplina de Geometria Analitica foram estudados os vetores em espacos bidimensionais e em espagos
tridimensionais. Em ambos os casos, ao ser considerado o conjunto desses vetores, juntamente com
as operacoes de adicao de vetores, e de multiplicacao de vetores por um escalar, diversas propriedades

eram satisfeitas. Por ser de suma importancia para o conteudo deste livro, vamos recorda-las. Temos

—

U, UV €R? = @ = (uy,up) e T= (vy,v2), U, uUs,vy,v9 €R;
U, TE€ERS = @ = (u,us,u3) e U= (vy,v9,03), Ui,Us,us,v1,0V2,03 € R,

Definimos a soma de dois vetores como sendo

em RQ; U+ v= (Ul —|—U1,U2—|—U2) € R?

em R @+ 0= (uy+vi,us+ vo,uz+ v3) € R3.
Tanto em R? quanto em R? a adi¢do (soma) de vetores satisfaz, para quaisquer vetores i, ¥ e w, as
seguintes propriedades abaixo:
A;. @+ U= U+ u (propriedade comutativa);

A, (U+7)+wW=1u+ (U+ W) (propriedade associativa);

As. existe 0 = (0,0) € R? ou 0 = (0,0,0) € R® tal que @ + 0 = @ para todo vetor @ (existéncia do

elemento neutro);

88
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A,. para todo vetor @ existe um vetor —i = (—uy, —uy) € R? ou —i = (—uy, —us, —u3) € R3 tal que

i+ (—i) = 0 (existéncia do elemento oposto).

Definimos a multiplicacao de um nimero real por um vetor como sendo

—

em R?* ad = (qup,cqus) € R?

—

em R3: au = (auy,aus, aus) € R3.

Tanto em R? quanto em R? a multiplicacdo de um ndmero real por um vetor satisfaz, para quaisquer

vetores U e ¥ e para quaisuer numeros reais « e (3, as seguintes propriedades:

M;. a(id + ¥) = atl + av (propriedade distributiva);

A partir destes fatos, podemos fazer algumas perguntas:

1. Serd que apenas o conjunto dos vetores com essas operacoes possui estas oito propriedades?

2. Sera que apenas nos espacos de dimensao 2 ou de dimensao 3, os vetores satisfazem estas oito
propriedades?

Observamos aqui que devemos nos acostumar quando falarmos de espacos de dimensao maior que
3. E certo que o mundo onde vivemos € tridimensional, mas intimeros sao os problemas que podem
ser resolvidos utilizando dimensoes maiores, conforme veremos nesta disciplina e em varias outras de
nosso curso. Ainda, muitos sdo os cientistas que estudam teorias utilizando espacos com dimensoes
muito grandes. Outro fato que devemos observar é que iremos utilizar a nomenclatura escalar para
denotar nimero. A palavra escalar no contexto de espagos vetoriais é um elemento de um corpo, que
¢ um conjunto que possui duas operacoes internas que satisfazem determinadas propriedades. Nesta
disciplina estaremos utilizando, na maior parte do tempo, o corpo dos nimeros reais. Porém, em
algumas oportunidades faremos uso do nimero complexo. Muitas vezes mencionaremos o conjunto
dos numeros reais ou o conjunto dos nimeros complexos como um corpo K. Estamos denotando o

conjunto do ntumeros reais por R e denotaremos o conjunto dos numeros complexos por C. Quando
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dissermos escalar, estamos pensando em um numero real ou em um nimero complexo. Quando formos

particularizar o estudo para um desses dois conjuntos, faremos uma observacao nesse sentido.

3.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

Nesta secao vamos definir o conceito de espagos vetoriais, apresentar alguns exemplos de espacos
vetoriais que iremos utilizar ao longo da disciplina e mostrar algumas propriedades fundamentais dos

espacos vetoriais.

Definicao 3.1. Sejam V' um conjunto nao vazio e um corpo de escalares K, K = R ou K = C. Diremos

que V' € um espaco vetorial sobre K se existirem duas operacdoes definidas em V', a saber:
e a adigao, que pega dois elementos u,v € V de V' e associa um tunico elemento u+v € V de V;

e a multiplicagcao por escalar, que pega um elemento k € K do corpo K e um elemento uw € V de V

e associa um unico elemento ku € V de V,
satisfazendo as sequintes propriedades, para quaisquer u,v,w € V e k, ki, ky € K :
A;. u+v=uv+u (propriedade comutativa);
Az u+ (v+w) = (u+v)+w (propriedade associativa);
Ajs. existe 0 € V tal que u+ 0 = u para todo elemento u € V' (existéncia do elemento neutro);

A 4. para todo elemento u € V, existe um elemento —u € V' tal que u+(—u) = 0 (ezisténcia do elemento

oposto);
M;. k(u+v) = ku+ kv (propriedade distributiva);
Moa. (k1 + ko)u = kyu + kou (propriedade distributiva);
Ms. (kiko)u = kq(kou);

M,. 1(u) = u.
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Segue imediatamente das propriedades A; e A,, que a soma de elementos de um espacgo vetorial
V, nao precisa da utilizacao de paréntesis e independe da ordem das parcelas.

Pela similaridade com os vetores estudados na Geometria Analitica, os elementos de qualquer espago
vetorial serao, eventualmente, chamados de vetores.

Nesse momento, algumas observacoes sao muito importantes:

1. o elemento neutro 0 € V' é um elemento do espagco vetorial e ndo o nimero (real ou complexo)

Zero;

2. em M, no lado esquerdo o simbolo ”"+7¢ uma soma de escalares em K e no lado direito ¢ uma

soma de elementos, vetores, em V;

3. da mesma forma em Mjs temos o produto entre dois escalares ki e ko, 0 produto de escalares

(nimeros) por elementos de V' : (k1k2)v, kov e kq(kov);

4. as operagoes sao essenciais na definicao de um espago vetorial, como veremos nos exemplos que

faremos ainda nesta se¢ao;

5. ao observarmos a defini¢ao de espaco vetorial, demos nome, 0, ao elemento neutro para a adi¢ao
e para cada elemento x € V demos nome, —z, ao elemento oposto de z. Para fazermos isso

precisamos necessariamente saber se esses elementos sao tinicos. Temos assim o seguinte resultado:

Proposicao 3.2. Seja (V, +, .) um espaco vetorial sobre um corpo (K =R ou K = C). Entao, valem

as sequintes propriedades:
(i) o elemento neutro 0 € V' € unico;
(i) para cada u € V, o elemento oposto —u € V' € tinico.
Demonstragao: Sejam 0* € V um outro elemento neutro em V. Temos entao que
u+0=u e u+0"=u,

para todo u € V. Agora, usando que tanto 0, quanto 0* sao elementos de V' temos, usando primeiro que

0* é um elemento neutro e depois que 0 é outro elemento neutro, que

0=040"=0"4+0=07,
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provando que 0 = 0* e, mostrando que o elemento neutro é unico.
Seja agora u € V um elemento qualquer em V' e suponhamos que exista um outro elemento w € V'

que também é um elemento oposto de u em V, isto é,
u+(—u)=0 e u+u=0.
Esses fatos juntamente com as propriedades comutativa e associativa implicam que
—u=—-u+0=—-u+(u+u)=(—ut+u)+u=(u+(—u)+u=0+u=u+0=m7,

provando que —u = u, mostrando que o elemento oposto é tinico e completando a demonstracao desta
proposicao. [ |
Vamos agora apresentar exemplos de espacos vetoriais sobre um corpo de escalares e de conjuntos

que nao sao espacos vetoriais. Como primeiro exemplo, se considerarmos o conjunto
2 .
V=R*={(z,y); z,y€R}

munido das operagoes consideradas no inicio desse capitulo, aquelas estudadas na disciplina de Geome-

tria Analitica:

z 4y = (z1,22) + (y1,2) = (21 + Y1, 22 + yo) € R?

kx = k(x1,29) = (kx1, kzy) € R?

¢é claramente um espago vetorial sobre o corpo do niimeros reais, conhecido como o conjunto dos vetores

no plano. Da mesma forma, se considerarmos
3 :
V=R :{($1,$2,$3), T1,T2,T3 GR}
com as operagoes definidas no comeco deste capitulo e estudadas na disciplina de Geometria Analitica:

r+y=(r1,22,23) + (Y1,Y2,y3) = (@1 + Y1, T2 + Yo, 23 + y3) € R?

kx = k(x1, 20, x3) = (kxy, kg, kas) € R,
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entao R? é um espaco vetorial sobre o corpo dos ntimeros reais, conhecido como o conjunto de vetores
no espago.
Antes de generalizarmos esses dois exemplos para dimensoes maiores, vamos apresentar exemplos

onde as operacoes definidas no conjunto V' vao implicar que esses conjuntos nao sejam espacos vetoriais.
Exemplo 3.3. Consideremos

V =R’ = {(x1,22,23); 21,22, 23 € R}
e neste conjunto vamos definir as sequintes operagoes:

T4y = (21,22, 23) + (Y1, Y2, y3) = (1 + Y2, T2 + y1, T3 + y3)

kx = k(xy, 29, x3) = (kx1, kxo, kx3).

Vamos mostrar que com essas operacoes o conjunto R® ndo é um espaco vetorial.
De fato: Inicialmente observemos que:
e claramente VV = R3 é um conjunto nao vazio;

e para quaisquer z,y € R3 e k € R temos que

v 4y = (1, T2,73) + (Y1, Y2, y3) = (01 + Y2, T2 + Y1, 73 + y3) € R?

kx = k(x1, 20, x3) = (kxy1, k1o, kas) € R?,

mostrando que os resultados dessas duas operacoes sao, de fato, elementos em R? e, quando isso

acontece diremos que as operacoes sao fechadas neste conjunto. Assim, as operacoes estao bem

definidas.

Vamos entao verificar se essas duas operagoes satisfazem as oito condigoes da Definicao [3.1| para que
V = R3 seja um espago vetorial. Para fazermos isso sejam z = (z1,%9,73), ¥ = (y1,¥2,¥3) € 2 =

(21, 29, 23) tres elementos em R? e k, kq, ky € R tres niimeros reais.
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1. Verifiquemos se a operacao de soma é comutativa. Temos

r+y=(v1,22,23) + (Y1, Y2, Y3) = (¥1 + Y2, T2 + Y1, 23 + Y3)

v+ = (y1,Y2,Y3) + (T1, T2, 23) = (Y1 + T2, Y2 + T1,Y3 + 3).

Observemos que na terceira coordenada, usando que a soma de numeros reais é comutativa,

obtemos que

T3+ Ys = Y3 + T3.
Porém nas duas primeiras coordenadas teremos problemas, pois se
T1# Yy ou Ty F Y,

nao poderemos verificar as seguintes igualdades

T1+ Y2 =y1 + 22

Ty + Y1 = Y2 + T1.
Por exemplo, se tomarmos x = (1,2,3) y = (1,5,6) teremos que
r+y=(1,23)+(1,56) = (1+52+1,3+6) = (6,3,9)
e, por outro lado,
yta=(1,56)+(1,2,3)=(1+25+1,6+3)=(3,6,9).
E, portanto, x +y # y + x.

Como a adicao definida acima nao satisfez a propriedade A, entdao V = R? com as operacoes definidas
neste exemplo nao sera um espago vetorial sobre R. O
Antes de apresentarmos o proximo exemplo, observemos que no exemplo anterior quando mudamos

uma das operacoes, o conjunto R? deixou de ser um espaco vetorial sobre o corpo dos ntimeros reais.
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Ainda, como a adi¢do nao satisfez a primeira propriedade exigida na Definicao [3.1, nem precisamos
verificar as outras sete propriedades exigidas.

E muito importante observarmos que para mostrarmos uma determinanda propriedade precisamos
utilizar um elemento genérico qualquer e nao apenas alguns elementos particulares, enquanto que para
mostar que uma determinada propriedade nao é valida precisamos necessariamente apresentar elementos
do conjunto que nao satisfazem essa propriedade, ou seja, precisamos apresentar um contra-exemplo.

Vejamos o préximo exemplo:

Exemplo 3.4. Consideremos

V=R?= {(z1,29); x1,79 € R}

e neste conjunto vamos definir as sequintes operacoes:

r+y = (r1,72) + (y1,92) = (21 + Y1, 22 + 12)

kx = k(x1,29) = (kx1,0).
Vamos mostrar que com essas operagoes o conjunto R? nao é um espago vetorial.
De fato: Inicialmente observemos que:

e claramente V = R? é um conjunto nao vazio;

e para quaisquer z,y € R? e k € R temos que

T4y = (z1,22) + (y1,92) = (21 + Y1, 22 + yo) € R?

kx = k(x1,25) = (kx1,0) € R?,

mostrando que os resultados dessas duas operacoes sao, de fato, elementos em R?, ou seja, essas

operacoes sao fechadas em R2. Assim, as operacoes estao bem definidas.

Vamos entao verificar se essas duas operacoes satisfazem as oito condicoes da Definicao |3.1| para que

V = IR? seja um espaco vetorial. Como a operacao de soma de vetores é a mesma utilizada para vetores
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na disciplina de Geometria Analitica e ja lembrada no comeco deste capitulo, temos que a adicao satisfaz
as propriedades Aj., As., Asz. e Ay.. Sejam entdao z = (z1,22) e ¥ = (y1,y2) dois elementos em R? e

k, ki, ks € R tres escalares reais.

1. Usando a definicao de multiplicagao por escalar, a distributividade de niimeros reais e a defini¢ao

de adigao, temos que

(k1 + ko)x = (k1 + ko) (21, 22)
= ((k1 + k2)21,0)
= (k1z + kox1,0)
121,0) + (kox1,0)

= (k
ki(xy, x2) + ko(x1, 22)
k

17+ kox,

mostrando a propriedade My .;

2. novamente, usando a definicao de multiplicagao por escalar, a distributividade de niimeros reais

e a definicao de adig¢ao, temos que

k(z +y) = k((21, 22) + (41, 2))
= k(x1 + 1,22+ y2)
= (k(z1+11),0)
= (kxy + ky1,0)
= (kx1,0) + (ky1,0)
= k(x1, 2) + k(y1, 92)
= kx + ky,

mostrando a propriedade May.;
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3. usando a definicao de multiplicacao por escalar e a associatividade de nimeros reais, temos que

(kll{?Q).T = (k’lkg)(Il, Jfg)
= ((k1k2)z1,0)
= (k1(kzz1),0)

= k?l(kgl’l, O)
= ki (ka(21, 22))
= ]ﬁ(kgl’),

mostrando a propriedade M3.;
4. considerando £k =1 € R temos que
lz = 1(x1, 29) = (121,0) = (x1,0).

Observando a férmula acima vemos que 1z = x se, e somente se, r9 = 0. Assim, tomando
(1,2) € R? teremos que
lz = 1(1,2) = (1.1,0) = (1,0) # (1,2),

mostrando a propriedade My. nao esta satisfeita.

Portanto, como a propriedade My. ndo estd satisfeita obtemos que o conjunto R?, munido das
operacoes definidas para este exemplo, nao é um espaco vetorial sobre o corpo dos ntimeros reais. [
O exemplo anterior, mostra que apesar de nao satisfazer apenas a tultima condi¢dao, o conjunto
apresentado nao é um espaco vetorial. Ressaltando de novo que para mostrarmos que a ultima condicao
nao estava satisfeita foi preciso apresentar um contra exemplo, enquanto que para mostrar as demais

propriedades trabalhamos com elementos genéricos quaisquer do conjunto R2.

Exemplo 3.5. Consideremos o conjunto bidimensional
munido das sequintes operacgoes:

T4y = (21,22) + (Y1, %2) = (T1y1 — Taya, T1Y2 + ToU1)
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kx = k(xq1,29) = (kxy, kxs).

Vamos mostrar que com essas operacoes o conjunto V nao é um espaco vetorial sobre o corpo dos

numeros reais.

De fato: Primeiramente observemos que (1,1) € V = R? — {(0,0)} e, portanto, V # 0.

Agora tomando k = 0 € R temos, para todo x = (x1,23) € R? — {(0,0)}, que
0x = 0(z1, 22) = (0z1,022) = (0,0) € R* — {(0,0)},

mostrando que a multiplicagao por escalar nao é uma operacao bem definida em V = R? — {(0,0)},

pois ela nao é fechada neste conjunto, isto é, tomando (1,1) € V = R? — {(0,0)}, temos que

e, portanto, R? — {(0,0)} nao pode ser um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros reais. Nem
precisamos checar se as demais propriedades estao satisfeitas.

Para se familiarizar com a definicao de espaco vetorial, o leitor deve verificar se as demais condicoes
exigidas na Definigao [3.1] estao satisfeitas para esse caso. Uma verificagao dessa propriedade se encontra
feita no livro texto. O

O exemplo anterior nos diz que precisamos tomar cuidado e ler com atencao o que estamos nos
propondo a fazer, pois essa leitura com atencao nos poupa tempo e evita de cometermos erros bobos.
Novamente, nos trés exemplos anteriores, para mostrar que uma determinada propriedade nao esta
satisfeita, foi necessario a apresentacao de um contra-exemplo.

Vamos agora apresentar um exemplo que generaliza, para dimensoes maiores, o conjunto de vetores
no plano e no espaco vistos na disciplina de Geometria Analitica e relembrado no comeco deste capitulo.
Para os proximos exemplos vamos mostrar que conjuntos munidos de determinadas operagoes sao de
fato espacos vetoriais sobre o corpo dos numeros reais e para isso nao podemos, de forma alguma,
particularizar o elementos que estamos utilizando, precisamos necessariamente verificar a propriedade

em questao para elementos genéricos do conjunto que estamos trabalhando.
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Exemplo 3.6. Vamos construir o conjunto

R"=RxRx...xR,

no qual, qualquer um de seus elementos sao n—uplas ordenadas de numeros reais da forma

T = (xla X2, X3, T4, - - - 7xn)7
onde x1, T, X3, T Tn € R sao numeros reais. Daremos a esses elementos logi R?
1, T2, X3, Tgy ..., Ty . , por analogia ao € ao
R3, 0 nome de vetor, e aos termos x1, T2, 3, Ty, ..., T, € R 0 nome de coordenadas do vetor. Vamos nos

referir a essas coordenadas, respectivamente, como 1% coordenada, 2* coordenada, 3% coordenada e assim
sucessivamente até a n—ésima coordenada. Neste conjunto, introduzimos duas operacoes, de adi¢ao e
de multiplicagao por escalar, como definimos para n =2 e n = 3, a saber: x = (1, L9, X3, Ta, ..., Tp),

Y= (y17y27 Ys, Ya, - - - 7yn) ek € R’ entao deﬁnimos

T+y= (21,72, ..., Tn) + (Y1,Y2, - Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, .-+, Tn + Yn)

kx = k(xy,x9, 23,24, ..., T,) = (kxy, kxe, kxg, kxy, ... kx,).

Com essas operacoes o conjunto R™ € um espago vetorial real denominado espago euclideano de dimensao

n.

De fato: Para fazermos isso, inicialmente observemos que R™ é trivialmente um conjunto nao
vazio, e que x + y e kx sao n—uplas ordenadas de ntimeros reais e, portanto, sao vetores de R", ou
seja, as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar sao fechadas em R™. Para finalizarmos nossa
verificacao, devemos mostrar que as operacoes satisfazem as oito propriedades exigidas na Defini¢ao

B.1} Sejam entao

r=(x1,T2 ..., 2n), Y= (Y1,Y2, -, Yn) € 2=1(21,22,...,2n)

tres elementos (vetores) quaisquer de R™ e k, kq, ko tres escalares quaisquer de R. Temos:
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A;. usando que as coordenadas dos vetores sao nimero reais e que a adicao de niimeros reais é comu-

tativa obtemos que

$+y= ($1,372,-~->$n)+(91,Z/2>--',?Jn)
= (z1 +yL, 22+ Y2, T+ Yn)
= (1 + 1,2+ T2y oo Yn + Tp)

=y+uw,
mostrando que a adi¢ao é comutativa em R"™ e mostrando a propriedade Aj.;

A,. usando que as coordenadas dos vetores sao nimero reais e que a adicao de nimeros reais é associ-

ativa obtemos que

(:E_'_y) (1'1,.’132,...,1'”) + (ylayQa'--7yn)) + (217227"'>zn)

(1 + 1) + 21, (T2 4+ y2) + 22, ..o, (T + Yn) + 20)
T+ (Y1 +21), 22+ (Ya + 22), - T + (Yn + 20))

+2z2=(
= (1 + Yy, T2+ Yo, o, T+ Yn) + (21,22, -, 2n)
= (
= (
= (T1,T9, ..., &n) + (Y1 + 21,92 + 22, - -, Yn + 2n)
= (

$17$27"'a$n) + ((y17y2a"'7yn) + (Zlsza'~'7Zn))

=z+ (y+ 2),

mostrando que a adicao é associativa em R" e mostrando a propriedade As.;

Aj. queremos encontrar 0 = (01,0s,...,0,) € R" onde cada 6; € R parai = 1,2,...,n, de tal forma

que

z+0=uzx,
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para qualquer x = (1, 29, ...,2,) € R", ou seja,
r+0=0<= (i[)l,x'z,...,l'n)+(61,92,...,6n) = (l‘l,l’g,...,xn)
<~ (x1+ 0,20+ 0s,...,2,+0,) = (v1,2,...,2,)
(
T+ 0, =24

$2+92:$2

| Ty + 0, = x,

(
81:@’1—1'1:0

HQZI'Q—Z'QZO

| 0, =x, —x, =0

< 0=1(01,605,...,0,)=1(0,0,...,0).

Assim, 0 = (0,0,...,0) € R™ é tal que
r+0=(r1,29,...,2,) +(0,0,...,0) = (21 + 0,20+ 0,...,2, +0) = (21, 22,...,2,) = x,

mostrando a propriedade As.;

Ay para todo x = (x1,29,...,2,) € R" considerando —x = (—x1, —x9,...,—2,) que também é um

elemento (vetor) em R™ temos que

T+ (—x) = (21,29, ..., Tn) + (—21, —T2, ..., —Tp)

= (x1+ (—21), 29 + (—x2), ..., Ty + (—24))
= (0,0,...,0)
=0,

mostrando que —x = (—z1, —g,...,—x,) € R" é 0 oposto de x € R" e, provando a propriedade

A4.;
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M;. usando a propriedade distributiva de niimeros reais temos que

klx +vy) =k((z1, 22, ..., 20) + (Y1, Y2, - -, Yn))
=k(zi+yi, x4+ Yo, .., Tn + Un)
= (k(x1 + ), k(z2+y2), ..., k(T + yn))
= (kz1 + ky1, kzo + kya, ... kxy + kyn)
= (kx1, kxg, ... kxy) + (kyr, kyay .o kyn)
=k(z1, 22, ..., T0) + kY1, Y2, - -, Yn)

= kx + ky,

provando a propriedade Mj.;

M. usando novamente a propriedade distributiva de ntimeros reais temos que

(k1 + ko)x = (k1 + ko) (1,29, ..., 2y)
= ((k1 + ko)x1, (k1 + k2)xa, .. ., (k1 + k2)xp)
= (kyzy + koxy, ko + koxa, .. . k12, + koxy)
1Z1, k1%, . . kixy) + (koxy, koo, . .. koxy)

(k
kl(l‘l,{lfg, e ,l’n) + k’Q(IEl,afg, Ce ,xn)
k1

x + ko,

provando a propriedade Ms.;

Mj;. usando a associatividade de ntimeros reais temos que

(k1ko) (1, o, ..., 2p) = ((kik2)x1, (k1ke)xa, . .., (k1ke)xy)
= (k1(kox1), k1 (kaxa), . . ., k1 (koxy))
= ky(koxy, koo, . . ., koxy,)
= ky(ko(z1, 22, ..., 2y))
= kq(kox),

provando a propriedade Ms.;
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My. usando que 1 € R temos que
1(x) = 1(z1, 29, ..., xn) = (Lay, L, ..., 1a,) = (T1, T2, ..., Xp),
provando a propriedade My..

Portanto o conjunto R"™ = {(x1,z2,...,2,); x1,22,...,2, € R} com as operagoes acima é um espago
vetorial sobre o corpo dos nimeros reais, denominado doravante de espago euclideano n—dimensional.

U

Exemplo 3.7. Seja V' o conjunto de todas as matrizes de ordem m X n, cujos elementos pertencem a
um corpo de escalares K (K =R ou K = C). Considerando em V' as operagoes de adi¢ao de matrizes e
multiplicagcao de uma matriz por um escalar, estudadas no capitulo anterior, temos que V é um espago
vetorial sobre o corpo K. Para simplificidade estaremos assumindo sempre que o corpo de escalares é

K =R e, a partir de agora, denotaremos esse espago vetorial por M, «,(R).

De fato: Como estudamos com alguns detalhes as operacoes com matrizes no capitulo anterior nao
demonstraremos aqui que M,,,(R) com as operagoes usuais satisfaz as condigoes para ser um espago

vetorial sobre o corpo de escalares R. Sé recordemos que a matriz nula

000 ... 00

0O 00 ... 00

000 ... 00
®m><n:

0O 00 ... 00

000 ... 00

de ordem m X n é o elemento neutro da adigdo de matrizes. E para toda matriz A € M,,.,(R) dada
por
a1 a2 ... Qip

921 929 ... Qo

Am1 Am2 ... Qmnp
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a matriz oposta, —A € M,,,x,(R), de A é dada por

—ap;  —ai2 ... —Aaip

—a —Qa92 ... —a9pn
—A=

—Am1 —Qm2 ... —Amn

O
Como tltimo exemplo apresentaremos agora um exemplo de espago vetorial que, conforme veremos

mais adiante, serd um espago vetorial com dimensao infinita.

Exemplo 3.8. Sejam A um conjunto qualquer, nao vazio, e R o corpo dos niumeros reais. Considere o
conjunto F de todas as funcoes que tem como dominio o conjunto A e como contradominio o conjunto
R, ou seja,

F:={f:A=>R;, [ €éuma fungdio}.

Vamos definir a operacao de adi¢ao de elementos de F do sequinte modo, se f,qg € F' sao duas fungoes

em F, definimos a soma dessas duas funcoes como sendo a funcdo f + g definida da sequinte maneira:
f+g:A—=>R

e para todo x € A,

(f +9)(x) = f(z) + g(x).
Para definirmos a operacao de multiplicacao por um escalar, sejam f € F uma funcao e k € R.
Definimos o produto de k por f, como sendo a funcao em F', kf definida da sequinte maneira:

kf:A—R

e para todo a € A,
(kf)(x) =k f(z).

O conjunto de fungoes F' munido dessas duas operagoes é um espago vetorial sobre o corpo dos niumeros

reqls.
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De fato: Primeiro observermos que como A é um conjunto nao vazio, entao A pode ser dominio

de funcoes. Definindo f : A — R por

flz) =1
para todo x € A, temos que f € F é uma funcdo em F e, portanto, F # (). Ainda, pela prépria
construcao de f+g e kf, estes elementos sao fungoes em F'. Assim, para que F' seja um espaco vetorial,
devemos mostrar que as oito propriedades da Definigao[3.1], sdo verdadeiras. Sejam entdo f,g,h: A — R

tres fungoes em F e k, kq, ko € R tres nimeros reais. Temos:

A;. usando a comutatividade de niimeros reais obtemos que

(f +9)(@) = f(x) +9(z) = g(x) + f(z) = (g + f)(z),

para todo x € A, mostrando que f + g = g + f, ou seja, mostrando que a adi¢gdo de fungoes é

comutativa em F' e mostrando a propriedade Aj.;

A,. usando a associatividade de nimeros reais temos que

((f +9) + h)(x) = (f + g)(x) + h(z)
= (f(z) + g(x)) + h(z)
= f(x) + (g(x) + h(x))
= f(2) + (g + h)(x))
= (f +(g+h))(x),

para todo z € A, mostrando que (f + g) +h = f + (g + h), ou seja, mostrando que a adi¢ao de

funcoes é associativa e provando a propriedade As.;

Aj. definamos a fungao constante igual a zero @ : A — R por

para todo x € A. Temos que O € F' e para toda f € F temos entao que

(f +0)(z) = f(z) + O(z) = f(2) + 0 = [f(=),

ou seja, f +O = f, para toda f € F, mostrando que a funcao constante igual a zero é o elemento

neutro da adigao de fungoes e provando a propriedade Asj.;
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para cada f € F definamos —f : A — R por

para todo = € A. Temos assim que

(f + (=) = f(2) + (=N)(2) = f(2) + (= f(2)) = f(z) - f(z) = 0 = O(),

para todo x € A, mostrando que —f € F' é a fungao oposta de f € F e, provando a propriedade

Ay

. usando a propriedade distributiva de ntimeros reais temos que

(E(f+9)(@) = k((f+9)(z)) = k(f(2)+9(z)) = kf(z)+kg(x) = (kf)(x)+(kg)(z) = (kf+kg)(x),

para todo x € A. Portanto, k(f + g) = kf + kg, provando a propriedade Mj .;

. usando a propriedade distributiva de niimeros reais temos que

(k1 4 ko) f)(2) = (k1 + ko) f(2) = ko f (z) + ko f (2) = (ki) (@) 4+ (k2 f)(2) = (kaf + ko f)(2),

para todo x € A. Portanto, (k1 + k2)f = k1 f + ko f, provando a propriedade Ms.;

. usando a associatividade de ntimeros reais temos que

((k1k2) f)(x) = (kak2) f(2) = ka(kof (2)) = ka((R2f)(x)) = (ka(k2f)) (),

para todo x € A. Portanto, (k1ks)f = ki(k2f), provando a propriedade Ms.;

. usando que 1 € R temos que

(1f)(z) = 1f(z) = f(x),

para todo = € A. Portanto, 1f = f, provando a propriedade My..

Portanto o conjunto F' das funcées de A em R com as operagoes usuais de soma e multiplicagdo de um

nimero por uma fun¢ao é um espacgo vetorial sobre o corpo dos niimeros reais. O

nos

Para finalizar esta secao vamos mostrar algumas propriedades adicionais dos espacos vetoriais que

serao uteis ao longo desta disciplinas. Para facilitar o entendimento no préximo resultado vamos

chamar de 0y o elemento neutro do espago vetorial V.
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Proposicao 3.9. Seja (V, 4+, .) um espacgo vetorial sobre um corpo R (ou sobre C). Entdo valem as

sequintes propriedades:

(1) se u,v,w €V sao tais que u+ w = v + w, entdo u = v (lei do cancelamento da adi¢ao);

(ii) para todo v € V temos que 0v = Oy;
(iii) para todo k € R temos que kOy = 0;
(iv) se k e R ev €V sdo tais que kv = Oy, entdao devemos ter que k =0 ou v = Oy;

(v) para todo v € V, temos que (—1)v = —v.
Demonstragao: Sejam u,v,w € V tai que

U+ w =10+ w,

entao adicionando —w € V| o inverso de w € V em ambos os lados da igualdade obtemos que
(utw)+(—w) = (v+w)+(—w) = u+(w+(—w)) =u+(w+(—w)) = u+0y =v+0y = u=w,

provando o item (i).

Para o item (ii) observemos que
Oy +0v=0v=(0+0)v=0v+0v
e, usando o item (i), com w = 0 v, obtemos que
Oy = 0w,

provando o item (ii).
O item (iii) prova-se da mesma maneira que o item (ii) e fica como exercicio a sua demonstragao.
Para provarmos o item (iv) suponnhamos que kv = Oy para k € Re v € V e que k # 0. Devemos

mostrar, necessariamente, que v = Oy. J& que k # 0, entao o item (iii) implica que

1 1

0, = 2(0.) = - (kv) = (7 kv =",

| =
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provando que v = Oy e mostrando o item (iv).
Finalmente, a propriedade M, da definicao de espaco vetorial e a propriedade distributiva implicam
que

v+ (—lv=1v+ (=1)v=(1+(—1))v = 0v = Oy.

Logo, como o oposto de um elemento de V' é tinico concluimos que
—v = (=1)v,

provando (v) e completando a prova da proposicao [ |

3.2 Subespacos Vetoriais

Como vimos na secao anterior, para mostrarmos que um determinado conjunto nao vazio, munido de
duas operagoes fechadas neste conjunto é, um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros reais (ou sobre
o corpo dos nimeros complexos) precisamos verificar que essas operagoes satisfazem oito propriedades.
O objetivo dessa segao é utilizar os espacos vetoriais ja conhecidos para construir, de uma forma mais

rapida, novos espacos vetoriais.

Defini¢ao 3.10. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo de escalares K (K =R ou K =C) e
U um subconjunto de V. Diremos que U é um subespago vetorial de V se U, munido das operacoes
de adicao e multiplicacao por escalar definidas em V., for um espaco vetorial sobre o mesmo corpo de

escalares K.

Antes comecarmos a apresentar exemplos vamos demonstrar um resultado que exibe um critério
bastante simples para verificar quando determinados conjuntos sao subespacos vetoriais de espagos

vetoriais ja conhecidos.

Teorema 3.11. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K e U um subconjunto de V.

Entao, U € um subespaco vetorial de V' se, e somente se, as sequintes condi¢oes estao satisfeitas:
(i) U #0;

(ii) se uy,us € U, entdo uy + ug € U,
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(iii) seu e U e k € K, entio ku € U.

Demonstragao: Antes de iniciarmos a demonstracao deste resultado, devemos observar que as operagoes
que aparecem tanto no item (ii), quanto no item (iii) s@o as operagoes do espago vetorial V' e dessa
forma U sera um espaco vetorial sobre o mesmo corpo K e munido das mesmas operagoes de V.

(=) Suponhamos, nesse caso, que U seja um subespaco vetorial de V. Assim, a defini¢ao de
subespaco vetorial implica que U é um espaco vetorial sobre o corpo K com as operacoes de adigao e
multiplicacao por escalar de V. Desta forma, segue imediatamente que U # () e que as operagoes de
adigao e multiplicac@o por escalar sdo fechadas em U, provando os itens (i), (ii) e (iii).

(«<=) Suponhamos agora que U seja um subconjunto do espago vetorial V' satisfazendo as condigoes
(i), (ii) e (iii) deste teorema. Vamos mostrar que U munido das operagoes de adigao e multiplicagao
por escalar de V' é um espago vetorial sobre o corpo K.

O item (i) implica que U # ) e os itens (ii) e (iii) implicam que as operagoes de adi¢ao e multi-
plicacao por escalar sao fechadas em U e, portanto, estao bem definidas em U. Vamos agora mostrar
que essas operacoes satisfazem as oito propriedades exigidas para um conjunto ser um espaco vetorial,
Definigao [3.1

As propriedades A;., As., My., My., M3. e My. sao imediatamente satisfeitas pois todo elemento
de U é um elemento de V' e no espaco vetorial V' essas propriedades estao satisfeitas.

Para mostramos a propriedade Aj., observemos que como U # (), entdo existe ug € U C V e,

portanto, o item (iii) deste teorema e o item (ii) da Proposi¢ao implicam que
0=0uy,elU
e para todo u € U, usando que u € U C V e 0 é o elemento neutro para a adicao em V', obtemos que
u+0=u,

mostrando que o elemento neutro 0 de V' também é o elemento neutro da adigao em U, provando As..

Para mostramos a propriedade Ay., seja u € U. Entao u € V e, portanto, existe —u € V tal que
u+ (—u) = 0.
Usando o item (v) da Proposigao [3.9| e o item (iii) deste teorema implicam que

—u=(-luelU
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e, portanto, para cada u € U existe —u € U tal que

provando o item A4. e completando a prova deste teorema. [ |

Observemos que os itens (ii) e (iii) nos dizem que as operagoes de adigao e multiplicagdo por
escalar definidas no espaco vetorial V' sdo fechadas no subespago vetorial U. Ainda mais, o item (iii)
do teorema anterior e o item (ii) da Proposigao implicam que se U for um subespago vetorial de
V', entao necessariamente devemos ter que o elemento neutro de V' deve necessariamente pertencer ao
subespaco U. Assim, quando formos mostrar que um conjunto U, candidato a subespaco vetorial de V', é
nao vazio sempre tentamos mostrar que 0 € U e, se conseguirmos provar que 0 € U, entao esse conjunto
U nao sera subespaco vetorial de V.

Antes de apresentarmos alguns exemplos de conjuntos que sao subespagos vetoriais de espagos
vetoriais ja conhecidos, consideremos incialmente V' um espaco vetorial qualquer sobre um corpo de

escalares K, entao os conjuntos

Ulz{O} € U2:V

sao subespacos vetoriais de V' denominados subespacos triviais de V. Que U, = V é um subespaco
vetorial dele mesmo segue imediatamente da definicao de subespago vetorial. Para mostrarmos que Uy

¢ um subespaco vetorial de V' observemos que
e como 0 € Uy, entao Uy # 0);
e se u,v € Uy, entao u = v = 0 e, portanto,

ut+v=0+0=0¢U;

e sc ke KewueU,entdo u=0 e o item (ii) da Proposicao implica que

ku=Fk0=0 € U,.

Com os tres itens acima, o Teorema [3.11| implica que U; é um subespago vetorial de V.
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Exemplo 3.12. Seja V = R? o espaco euclideano bidimensional, isto €, o espaco vetorial bidimensional

munido das operagoes usuais vistas no Exemplo [3.6. Consideremos
Ui = {(z1,22) € R* 2, =0},
que € uma reta, no espaco bidimensional, contida no eizo Oy e,
Uy = {(z1,72) € R* x5 = 0},

que € uma reta, também no espaco bidimensional, contida no eizo Ox. Entdo Uy e Uy sao subespacos

vetoriais de V = R2.
De fato: Como (0,0) € Uy, entéo
e U #0.
Sejam agora u,v € U; e k € R. Como u € U; temos que
u=(r1,20) ER? e 11 =0= u=(0,2).
Também, como v € U; temos que
v=(y,12) ER® e y1 =0 = v = (0,12).
Logo,
e u+v=1(0,29) 4+ (0,42) = (0+ 0,22+ y2) = (0,41 + y2), ou seja, u+ v € U;
o ku = k(0,z) = (KO, kzy) = (0, kxs), ou seja, ku € U;.
Portanto, concluimos que U; é um subespaco vetorial do espaco euclideano bidimensional R2.

Para U, temos novamente que (0,0) € Uy, entao

L] UQ%@
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Sejam agora u,v € Uy e k € R. Como u € U, temos que
u=(r1,25) ER? e 1y =0= u=(2,0).
Também, como v € U, temos que

v=(y1,12) ER? e y,=0=>v = (y1,0).

o u+v = (21,0)+ (v1,0) = (x1 + y1,0+0) = (z1 + y1,0), ou seja, u + v € Us;
o ku = k(x1,0) = (kx1,k0) = (kz1,0), ou seja, ku € Us.

Portanto, concluimos que U, é um subespaco vetorial do espaco euclideano bidimensional R? e

completamos o exemplo. O

Exemplo 3.13. Seja V = R? o0 espaco euclideano tridimensional, isto €, o espago vetorial tridimensi-

onal munido das operagoes usuais vistas no Exemplo e consideremos
3. —
U= {(21,22,73) € R”; 21 + 225 + 23 = 0},

que € um plano, no espacgo tridimensional, passando pela origem. FEntao U € subespago vetorial de

V =R3.
De fato: Como (0,0,0) € U, entao
« U A0,
Sejam agora u,v € U e k € R. Como u € U temos que
u = (21,29,73) €R® e 11 + 219 + 25 =0.
Também, como v € U temos que
v=(y1,%,y3) €ER® e y1 422+ y3 = 0.

Logo,
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e u+v= (21 + Yy, T2+ Yo, T3+ y3) €

(1 +y1) +2(w2 + 1) + (23 +y3) = (21 +y1) + (222 + 292) + (73 + ¥3)
= (21 4 229 + x3) + (11 + 292 + ¥3)
=0+0

=0,
ou seja, u +v € U,
o ku = k(xy,x9,x3) = (kxy, ko, kas) €

(kxq) + 2(kxo) + (kxs) = k(21 + 229 + 23) = k(0) =0,

ou seja, ku € U.

Portanto, concluimos que U é um subespaco vetorial do espaco euclideano tridimensional R3 e

completando o exemplo. O

Exemplo 3.14. Seja V = My(R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2 x 2, munido das

operacoes usuais de adi¢cdo de matrizes e de multiplicacao de uma matriz por um escalar. Consideremos

Uy ={AeMyR); A € uma matriz simétrica }

a b
Uy={A= € My(R); b=c=0},
c d

que € o cojunto das matrizes diagonais de ordem 2 x 2. Entao U; e Uy sdo subespaco vetoriais de

V = My(R).

De fato: Como a matriz nula de ordem 2 x 2

0 0
@2><2 = 9
0 0

que é o elemento neutro do espago vetorial real Myyo(R) = My (R) das matrizes quadradas de ordem

2 X 2, é uma matriz simétrica, entao
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o U #£0.
Sejam agora A, B € Uy e k € R. Como A, B € U; entao A e B sao matrizes simétricas e, portanto,
temos que
A=A e B'=B.
Logo,

e (A+ B)'= A"+ B'= A+ B, ou seja, A+ B é uma matriz simétrica e, portanto, A+ B € Uy;
o (kA =k(A)" = kA, ou seja, kA é uma matriz simétrica e, portanto, kA € U;.

Assim, concluimos que U; é um subespago vetorial de My (R) o espago das matrizes quadradas de
ordem 2 X 2.

Para o subconjunto Us, o elemento neutro do espago vetorial real My (R) é

00
©2><2 = )
0 0

que claramente é matriz diagonal e, portanto, é um elemento de Us, entao
[ ] U2 7é (Z)

Sejam agora A, B € Uy e k € R. Como A, B € U, entao devemos ter

a1 a12
A= , com ajg = as =0,
A21  QA22
ou seja,
ai 0
A=
0 929
que é uma matriz diagonal. Também,
b1y bi2
B = s com b12 = b21 = O,
bar b2
ou seja,
by O
B =

que também é uma matriz diagonal. Logo,
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® a soma

(A " B) _ ail 0 n b11 0 _ a1 —+ b11 0
0 ag 0 by 0 a9 + bao

é uma matriz diagonal e, portanto, A + B € Us;

e para a multiplicacao por escalar temos

a1 0 k?CLH O

0 a9 0 kag

ou seja, kA é uma matriz diagonal e, portanto, kA € Us,.

Assim, concluimos que U, é um subespago vetorial de My(R), o espago vetorial real das matrizes

quadradas de ordem 2 x 2. O

Exemplo 3.15. Seja V ={f:R = R; f € funcao } o espago vetorial das fungoes com dominio real,
munido das operacoes usuais de adi¢ao de funcoes e de multiplicacao de uma funcdo por um escalar

real, definidas no Exemplo[3.8. Consideremos

Uy={f:R—=R; f ¢éuma funcio continua }

Uy={f:R—>R; f(z) = f(—x), para todo x € R}

que € o conjunto das fungoes pares. Entao Uy e Uy sao subespaco vetoriais de V.= {f : R —

R; f € fungao }.
De fato: Consideremos a fungao nula O : —R que é definida, para todo x € R, por
O(z) = 0.
esta funcad é claramente um funcao continua. Assim,
o U #0.

Sejam agora f,g : R — R duas fungoes em U;. Entao f e g sao funcoes continuas e, portanto,

usando os resultados do Célculo Diferencial e Integral I obtemos que
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e f -+ g é uma funcao continua e, portanto, f + g € Uy;

e kf é uma funcdo continua para todo nimero real (escalar) k € R e, portanto, kf € Uj.

Assim, concluimos que U; é um subespago vetorial de V.= {f : R — R; f é funcao } o espaco
vetorial das fungoes com dominio real.

Novamente, funcao nula O : —R definida, para todo = € R, por

é claramente um funcao par, isto é,

para todo x € R. Assim,

L] UQ#@

Sejam agora f,g : R — R duas funcoes em U,. Entao f e g sao fungoes pares, isto é,

para todo = € R. Logo,
e para todo z € R temos
(f +9)(=2) = f(=2) + g(=2) = f(x) + g(x) = (f + 9)(=),
isto é, f 4+ g é uma funcao par e, portanto, f + g € Us;
e para todo k € R e para todo z € R temos
(kf)(=2) = kf(=z) = kf(x) = (kf)(z),
isto é, kf é uma funcao par e, portanto, kf € Us.

Assim, concluimos que Us é um subespago vetorial de V.= {f : R — R; f ¢é funcao } o espaco
vetorial das fungoes com dominio real. O
Vamos agora apresentar alguns exemplos de subconjuntos de determinados espacos vetoriais conhe-
cidos que nao sao subespacos vetoriais desses espacos. Ressaltamos que para mostar que uma determi-

nada propriedade nao estd satisfeita precisamos, necessariamente, apresentar um contra-exemplo.
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Exemplo 3.16. Seja V = R? o espaco euclideano bidimensional, isto €, o espaco vetorial bidimensional

munido das operagoes usuais vistas no Exemplo [3.6. Consideremos
U={(z.y) e R* y =27},
que é uma pardbola no plano cartesiano. Entio U ndo é um subespaco vetorial de V = R2.
De fato: Claramente (0,0) € U, entao
o U #£10.

Sejam agora u,v € U, entao

u=(r1,22) ER? e zy=2?

Também, como v € U temos que

v=(y1,12) ER® e yo =y}

Logo, para u + v ser um elemento de U devemos ter que

(22 +42) = (21 + )%
Sabemos que
To+ Yo = o7 + U7,

enquanto que

(1‘1 + y1)2 = I% + 2x1y1 -+ y%

Vemos entao que u + v serd um elemento de U se z1y; = 0. Assim, tomando u = (2,4) e v = (3,9)
temos que

4=2" = u=((2,4) €U,
9=3" = v=(3,9 €U,

mas

(243 =25#£13=4+09,

ou seja,
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e ut+v&U.
Portanto concluimos que U ndo é um subespaco vetorial do espaco euclideano bidimensional R?. [J

Exemplo 3.17. Seja V = R? o espaco euclideano tridimensional, isto €, o espaco vetorial tridimensi-

onal munido das operagoes usuais vistas no Exemplo[3.6 Consideremos
U={(z,y,2) €R? 2> +y* +2* <1},
que € a esfera com centro na origem e raio 1. Entdo U nao é um subespaco vetorial de V = R3.
De fato: Claramento o elemento neutro 0 = (0,0, 0) de R? ¢ um elemento de U, pois
0°+0°+0°=0+0+0=0<1.
Portanto,
o U#(.
Agora, tomando u = (0,0,1) e k = 2 temos que
0°+02+1°=04+0+1=1<1,
isto é, u € U, mas 2u = (0,0,2) e
0?2 +02+22=0+0+4=4>1,
mostrando que
o 2u¢gl.
Portanto U nao ¢ um subespaco vetorial do espaco euclideano tridimensional R?. U

Exemplo 3.18. Seja V = My(R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2 X 2 munido das

operagoes usuais de adicao de matrizes e de multiplicacao de uma matriz por um escalar. Consideremos
U={AcMyR); A> = A}.

Entao U nao € subespago vetorial de V = My(R).
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De fato: O elemento neutro de V' = M(R) é a matriz

00
©2><2 - )
00

que claramente é tal que Q%, ., = Q.5 e, portanto, ¢ um elemento de U, entao

e U#0.

10
Mas, se tomarmos A = , teremos que A? = A e, portanto, A € U. Porém,

00
(24)* = (2A4)(2A) = 4A% = 4A # 2A,
mostrando que
e 2A & U.

Portanto, U nao é subespago vetorial de V' = M, (R). O
Os proximos resultados também nos auxiliarao a apresentar mais exemplos de subespacos vetoriais

de espacos vetoriais ja conhecidos.

Proposicao 3.19. A intersecdo de subespacos vetoriais de um espaco vetorial V sobre um corpo de

escalares K € um subespago vetorial de V.

Demonstragao: Sejam I # () um conjunto qualquer de indices e U;, para ¢ € I, uma familia qualquer

de subespacos vetoriais de V. Seja
U=(U.
iel

Como cada U; é um subespaco vetorial de V| entao
0eU;, paratodo 7€ 1.

Logo,
0e(U: =10,
el

mostrando que U # ().
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Sejam agora u,v € U = (,; U;, entao

u,v € U;, paratodo ie€l.
Como cada U; é um subespaco vetorial de V' segue que
u+veUlU;, paratodo 1€l

e, portanto,

U+U€ﬂUl:U
i€l

Ainda, parau € U =(),.; U; e k € K temos que

i€l
u € U;, paratodo €1

e, novamente, como cada U; é um subespaco vetorial de V' segue que

ku € U;, paratodo €[

e, portanto,

kue (U =U.
i€l

Portanto, o Teorema implica que U = (,.; U; é um subespaco vetorial de V, mostrando que a

el

intersecao qualquer de subespacos vetoriais ¢ um subespaco vetorial. [ |

Proposicao 3.20. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo de escalares K, Uy e Uy dois subespagos

vetoriais de V. Se definirmos
Uy +Us:={ui+uy€V; uy €Uy e up €U},
entao Uy + Uy € um subespaco vetorial de V.
Demonstracao: Como U; e U, sao subespacos vetoriais de V, entao
0eU; e 0eU,.

Logo,
0=04+0€eU, + U,,
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mostrando que Uy + Uy # 0.

Sejam agora u,v € U; + Uy, entao

uU=1u; +uy, com u; €U e uy € U

v=v1+vy, com v €U e vy € Us.

Como U; e U, sao subespagos vetoriais de V' segue que
ur+vy €U, e ug+vy €Us.

Logo,
(w1 +v1) + (u2 +v2) € Uy + U

e, usando a associatividade e a comutatividade da adi¢ao no espacgo vetorial V, obtemos que
(Ul + UQ) + (’01 + UQ) S U1 + UQ,

isto é,
u—+ve U + U,

Ainda, para u € U; + U; e k € K temos que
u=1u;+uy, com u €U; e uy €Uy
e, novamente, como U; e U, sdo subespacos vetoriais de V' segue que
ku; € Uy, e kuy €U,

e, portanto,

kuy + kug € Uy + Uy

e, como V' é um espaco vetorial, obtemos que

ku = k’(ul + Ug) = ku1 + ]’CUQ S U1 + UQ.
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Portanto, o Teorema |3.11|implica que U; + U, é um subespaco vetorial de V, mostrando que a soma

de dois subespacos vetoriais ¢ um subespaco vetorial.

|
Um argumento de inducao implica rapidamente que uma soma finita qualquer de subespacos veto-

riais de V' é um subespaco vetorial de V. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.21. Seja V = R? o espaco euclideano tridimensional, isto €, o espaco vetorial tridimensi-

onal munido das operagoes usuais vistas no Exemplo[3.6 Consideremos
Ur = {(z,y,2) R’ w =y =0},

que € uma reta, no espago tridimensional, passando pela origem e
Uy={(z,y,2) €R* z=2=0},

que também € uma reta, no espaco tridimensional, passando . Vamos mostrar que Uy e Uy sao subespagos

vetorias do espaco euclideano R? e encontrar os subespacos vetoriais Uy N Uy e Uy + Uy de R3.

De fato: Para mostramos que U; é um subespaco vetorial de R?, observemos inicialmente que

(0,0,0) € Uy, entao
o U #10.
Sejam agora u,v € U} e k € R. Como u € U; temos que
u = (21,20,73) ER® e 21 =1y =0,

ou seja,

u=1(0,0,z3).
Também, como v € U; temos que
v=(y,y2.y3) ER® e y1 =y =0,

ou seja,
v = (O) 07 93)

Logo,
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e u+v=(0,0,23+ y3), ou seja, u+ v € Uy;
o ku=k(0,0,z3) = (0,0, kz3), ou seja, ku € Uj.

Portanto, concluimos que U; é um subespaco vetorial do espaco euclideano tridimensional R3. Fica
como exercicio mostrar que U também é um subespaco vetorial de R?,

Observemos que se u = (z,y, z) € R3, entao

vwel, <= z=y=0 <= u=(0,0,2)

uelUy < r=2=0 < u=(0,y,0).

Dessa forma,

U+ Us :{(anaz) GR?); y,ZGR} :{(l’7y,Z) E]Rg; IZO}

O
Observemos que no exemplo anterior temos que o elemento (1,0,0) € R3, porém (1,0,0) & Uy + Us,
pois todo elemento na soma tem a primeira coordenada nula e soma de coordenadas nula ¢ nula, nunca

sera igual a 1. Portanto, no exemplo anterior temos que
R3 £ Uy 4 Us.

Exemplo 3.22. Seja V = R3? 0 espaco euclideano tridimensional, isto €, o espago vetorial tridimensi-

onal munido das operagoes usuais vistas no Exemplo[3.6 Consideremos
Uy = {(z,9,2) € R’; =0},
que é um plano passando pela origem no espaco tridimensional, e
Uz = {(z,y,2) €ER’; y = 2 =0},

que € uma reta, no espaco tridimensional, contida no eizo Ox. Vamos mostrar que R* = U, + U, e

calcular o subsepacgo vetorial Uy N Us.
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De fato: Pelo que vimos no exemplo anterior temos que
Uy ={(z,y,2) € R x=0}

¢ um subespaco vetorial de R? e, com os mesmos argumentos utilizados no exemplo anterior, obtemos
que U, é também um subespaco vetorial de R3.

Como U;, U, sao subespacos vetoriais de R?, entao
Uy, + U, C R3.
Seja agora u = (z,y, z) € R3. Temos que
u=(z,y,2) = (0,y,2) + (2,0,0) = uy + uo,
com u; € Uy e uy € Us, mostrando que R?* C U; + U, e, portanto, mostrando que
R® = Uy + Us,
completando o exemplo. O

Exemplo 3.23. Seja V = R3 o espaco euclideano tridimensional, isto €, o espago vetorial tridimensi-

onal munido das operagoes usuais vistas no Exemplo[3.6, Consideremos
Uy = {(z,9,2) € R*; x =0},

que € um plano passando pela origem mo espaco tridimensional, e
Uz = {(2,y,2) €R% y =0},

que também é um plano passando pela origem no espaco tridimensional. Vamos mostrar que R® =

U, + Uy e encontrar o subespaco vetorial Uy N Us.

De fato: Que o subconjunto U; é um subespaco vetorial de R? segue do Exemplo [3.21} Deixamos
como exercicio mostrar que o subconjunto U, também ¢ um subespaco vetorial de R3.

Agora, como U; e U, sao subespaccos vetoriais de R3, entao

Ui+ U, CR3.
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Por outro lado, para todo u = (z,y,2) € R? temos que

z z
u = ("'E?y7z> = (07?/75)4‘(%075) = U1 + ug,

com u; € U; e uy € Uy, mostrando que R?* C U; + Us e, portanto, mostrando que
R? = U, + Us,

completando o exemplo. O
O proximo resultado serd de extrema importancia nos resultados das proximas segoes e também é

muito util na caracterizacao de espacos vetoriais.

Definicao 3.24. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo de escalares K, Uy e Uy dois subespagos

vetoriais de V. Diremos que V é a soma direta de Uy com U,y se as condigoes
(a) V=U; +Us;
(b) U1 NnU; = {0}
estiverem satisfeitas. Neste caso vamos denotar
V=U @U,.

Exemplo 3.25. Seja V = R3 o espaco euclideano tridimensional, isto €, o espago vetorial tridimensi-

onal munido das operagoes usuais vistas no Exemplo[3.6 Consideremos
Uy = {(z,y,2) € R* z =0},
que € um plano passando pela origem no espaco tridimensional, e
Us ={(,y,2) € R’ y=2=0},
que € uma reta, no espaco tridimensional, contida no eizo Ox. Vamos mostrar que R3 = U, & Us.
De fato: Vimos no Exemplo que

R =U;, + Us.
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Para mostramos que a soma acima é direta, precisamos mostrar que U; N Uy = {(0,0,0)}. Uma vez
que U; N Us é um subespaco vetorial de R3, entao temos que {(0,0,0)} € U; N U, e, por outro lado, se
u=(z,y,2z) € U NUs,, entao

uwel, = =0
uely; = y=2z=0.
Logo, u = (0,0,0), isto é, Uy N Uy C {(0,0,0)}. Assim,

U NU; ={(0,0,0)}

e, portanto,

R = U, & U,

completando o exemplo. O

Exemplo 3.26. Seja V = R? o espaco euclideano tridimensional, isto €, o espaco vetorial tridimensi-

onal munido das operagoes usuais vistas no Exemplo[3.6 Consideremos
Uy = {(z,9,2) € R*; x =0},

que € um plano passando pela origem mno espaco tridimensional, e
Uy = {(z,9,2) € R* y =0},

que também é um plano passando pela origem mo espago tridimensional. Vamos mostrar que R3 #

U & Us.
De fato: Vimos no Exemplo que
R® = Uy + Us.

Para mostramos que a soma acima nao ¢é direta, precisamos mostrar que Uy N Uy # {(0,0,0)}, isto é,
precisamos apresentar um elemento nao nulo que pertenca a U; NUs. Considerando uy = (0,0, 1), temos
que

Uy = (0,0,1) elU; e uy= (0,0,1) e Us,
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ou seja,

Uy = (0,0,1) el ﬂUQ,

mostrando que

Rg?’éUlEBUz

e completando o exemplo. O

Exemplo 3.27. Seja V = R? o espaco euclideano tridimensional, isto €, o espaco vetorial tridimensi-

onal munido das operacoes usuais. Consideremos
U ={(z,y,2) € R’ a =y =0},
que € uma reta, no espago tridimensional, passando pela origem e
Uy ={(z,y,2) €R* x=2=0},
que também é uma reta, no espago tridimensional, passando . Vamos mostrar que R3 # U, & Us.
Para finalizarmos esta secao temos o seguinte resultado:

Teorema 3.28. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K, Uy e Uy dois subespagos
vetoriais de V. Entao V = U; @ U, se, e somente se, todo elemento v € V' puder ser escrito, de forma
unica, como soma de um elemento de Uy com um elemento de Us, isto €, v = uy + ug, onde uy € Uy e

Uy € UQ.

Demonstragao:
( =) Suponhamos que V seja soma direta de Uy com Uy, isto é, V = U; @ Uy. Entao V = U; 4+ U,

e, portanto, para todo v € V', existem u; € Uy e uy € U; tais que
V= Uy + Ug.
Sejam agora, u) € Uy e ujy € U, tais que

o /
V= Uy + Usg.
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Observemos que como U; e U, sao subespacos vetoriais de V, entao

Também,

ou seja,

Logo,

Portanto,

up —uy =up + (—uy) €U e uy—ug=uy+ (—ug) € Us.

/ /
U+ Uz = UV = Uy + Uy,

/ —

u—uy €Uy e uy—up €U

U,l—uiEUlﬂUQ e U/Q_UQEUlﬂUQ.

Mas, como Uy N Uy = {0}, entao

mostrando que

Dessa forma mostramos que v € V' se escreve, de forma tunica, como soma de um elemento de U; com

u —u; =0 e uyp—uy=0,

U =uy e uy = us.

um elemento de Us,.

( <=) Suponhamos agora que todo elemento v € V' se escreve, de forma tnica, como soma de um

elemento de U; com um elemento de Us.

Como U; e U, sao subespagos vetoriais de V', entao Uy, Us C V' e, portanto,

U1+U2:{U1+UQ; u €U e UQGUQ}CV

Por outro lado, se v € V, entao existem u; € Uy e uy € U, tais que

isto é,

V= Uy + U2,

VcU + Us.
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Portanto,

V=U +U,.

Seja agora u € U; NUy. Como U; e U, sao subespacgos vetoriais de V', entao 0 € U; N U,. Dessa
forma

u=u+0ecU;+Uy ¢ u=0+ueclU +U,.

Como u € V' e todo elemento de V' se escreve, de forma tinica, como soma de um elemento de U; com

um elemento de Us, entao devemos ter necessriamente que u = 0, mostrando que
Uy NUy ={0}.

Portanto,

V =U, @ U,

provando este teorema. |

3.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Nesta se¢ao comecamos a trabalhar com um dos conceitos no qual toda a Algebra Linear se baseia,
o conceito de Combinacao Linear, conceito este que generaliza alguns resultados vistos para vetores na
disciplina de Geometria Analitica.

No final da se¢ao anterior vimos, no Exemplo e posteriormente no Exemplo M (veja também

o Teorema [3.28)), que todo elemento u = (x,vy, 2) € R? se escreve, de forma tinica, como
U = (Z’,y,Z) = (O,Q,Z) + (x,0,0) = uy + ug,

onde

w € Uy = {(z,y,2) e R3; x =0}

uy € Uy = {(z,y,2) €R? y=2=0}.

Trabalhando um pouco mais, podemos escrever v = (x,y, z) € R® como

u=(z,y,2) = (0,y,2) + (2,0,0) = (0,4,0) + (0,0, 2) + (2,0,0) = y(0,1,0) + 2(0,0,1) + =(1,0,0).
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E se recordarmos um pouco, o conjunto ordenado de "vetores”{(1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)} foi chamado
de base canonica para o espaco de vetores no espago. Estamos interessados agora em responder as

seguintes perguntas:

1. para um espaco vetorial qualquer, sempre conseguiremos escrever todo elemento do espaco vetorial

em funcao de outros?

2. Quais condicoes devemos colocar num determinado conjunto de elementos de um espaco veto-
rial para conseguirmos escrever todo elemento do espaco vetorial em funcao deste conjunto de

elementos?

3. E se conseguirmos escrever todo elemento de um espago vetorial em funcao de dois determinados

grupos de elementos do espago vetorial, esses grupos tem mesmo nimero de elementos?

Ao longos das proximas se¢oes responderemos essas trés questoes. Vamos comecar introduzindo

uma maneira de como escrever um elemento qualquer de um espaco vetorial em fungao de outros:

Definigao 3.29. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K (K = R ou K = C).
Sejam vy, vy, ..., v, € V n vetores em V. Uma combinagao linear dos vetores vy, vs, ..., v, € V € um

vetor

UV = QU1 + AoVg + A3V3 + ... + ApUp,

onde ay,as, . ..,a, € K sao n escalares no corpo K. Neste caso diremos que o vetor v é uma combingao

linear dos vetores vy, vq, ..., v, € V.

Pelo que vimos no inicio desta segao temos que o elemento (1,2,3) do espago euclideano tridimen-

sional R? ¢ uma combinagao linear dos vetores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1), pois
(1,2,3) = 1(1,0,0) + 2(0, 1,0) = 3(0,0, 1).

Da mesma forma, o elemento neutro também pode ser escrito com combinacao lineares desses trés
vetores, veja:

(0,0,0) = 0(1,0,0) +0(0,1,0) = 0(0,0,1).
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Recordemos que o conjunto B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} era chamado de base canonica dos vetores
no espaco.

Vejamos mais um exemplo:

Exemplo 3.30. No espaco euclideano tridimensional R sejam vy = (1,1,0), vy, = (1,0,1) e v3 =
(0,1,1). Vamos verificar se cada um dos vetores v = (1,1,1) e 0 = (0,0,0) de R* é combinagdo linear

dos vetores vy, vy € V3.

De fato: Para mostrar que v € R? é combinacdo linear dos vetores vy, v, e v3 devemos encontrar
escalares a1, as, a3 € R tais que

VU = a1V1 + AoVg + asvs,

ou seja,

(1,1,1) = a1(1,1,0) + a2(1,0,1) + a3(0,1,1) <= (1,1,1) = (a1, a1,0) + (az,0,a2) + (0, as, a3)
— (1,1,1) = (a1 + ag, a1 + as,as + as)
a1 +ay =1
< ap+a3=1

as + az = 1,
ou seja, para mostrar que v € R? é combinacao linear dos vetores vy, v, e v3 precisamos resolver o
sistema linear com tres equacoes e tres variaveis ai, as e ag acima. Vimos no Capitulo 1 um método
para resolver sistemas e, utilizando esse método encontramos (verifique isso!!!) que

a1 = Qg = az = —.

2

Logo

1 1 1 1 1 1
v=(L11)=5(1,1,0)+ 5(1,0,1) + 5(0,1,1) = gv1 + 02 + v,

mostrando que de fato v € R? é combinacao dos vetores vy, vs, v5 € R3.

Para mostrar que 0 = (0,0,0) € R? é combinagao linear dos vetores vy, vy e v3 devemos encontrar
escalares a, as, az € R tais que

0 = aiv; + agvy + agvs,
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ou seja,

(0,0,0) = a1(1,1,0) + a2(1,0,1) + a3(0,1,1) <= (0,0,0) = (a1, a1,0) + (az,0,as) + (0, as, as)
<= (0,0,0) = (a1 + az, a1 + as, as + as)
ay +ay =0
— a,+ a3 =10

as +as = 0.

Como o sistema acima é um sistema homogéneo temos que
ap=ay=a3=0
¢ uma solucao do sistema e, portanto,
v=1(0,0,0)=0(1,1,0) + 0(1,0,1) + 0(0,1,1) = Ovy + Ovy + Ovs,

mostrando que, de fato, 0 € R? é combinacao dos vetores vy, v9, v3 € R?, completando o exemplo.  [J
Antes de provarmos nosso préximo resultado precisamos fazer uma observacao de extrema im-

portancia importantes:

70 elemento neutro de um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K sempre serd
combinacao linear de qualquer conjunto de vetores, pois em qualger espaco vetorial sempre
temos que

Ov=20

para qualquer vetor v € V', ou pelo fato de sistemas lineares homogéneos sempre possuirem
a solucao nula. Uma questdo que resolveremos na prorima secdo € se esta solucao € unica

ou nao”.

Como estamos interessados em mostrar que todo elemento de um espagco vetorial V' pode ser escrito
como combinacao linear de um determinado niimero de elementos desse mesmo espaco vetorial, é natural
que esse conjunto de vetores satisfaca as propriedades que o espaco vetorial como um todo satisfaz. Na

realidade temos o seguinte resultado:
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Teorema 3.31. Seja S = {v1,va,...,v,} um subconjunto qualquer ndo-vazio e finito de um espago
vetorial V' sobre um corpo de escalares K. O conjunto de todas as combinagoes lineares de vetores de S,

denotado por

[S] = {v =a1v1 + agvas + agvs + ... + ayvn; ay,a9,...,a, € K},

€ um subespaco vetorial de V, denominado subespaco vetorial gerado por S e os vetores vy, Vs, ..., U,
sao denominados geradores do subespaco vetorial [S]. Ainda mais, [S] é o menor subespago vetorial de
V' que contém S, isto €, se existir um outro subespaco vetorial U de V' que contém todos os elementos

de S, entdo devemos ter necessariamente que [S] C U.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que exista um subespaco vetorial U do espaco vetorial V'

tal que
ScU.

Vamos mostrar que [S] C U. Para fazermos isso seja v € [S], entao existem escalares aq, as, as, .. ., a, €
K tais que

v = ayv; + agve + azvz + ...+ a,v, € [S].
Mas vy, v9,03,...,v, € S e como S C U, entao vy, vy, vs,...,v, € U. Mas U é um subespaco vetorial
de V, entao obtemos que

v = a1 + aoUy + agvs + ...+ a,v, € U,

mostrando que [S] C U. Agora, usando que V' é um espaco vetorial e, portanto, V também é um

subespaco vetorial (trivial) de V' e S C V, entao obtemos que
[S] C V.
Agora, como S é um subconjunto nao vazio de V| existe pelo menos v; € V' tal que v; € S. Logo,
0 = 0v; + Ovg 4+ Ovs + ... + Ov, € [S]

e, portanto,

o [S]#0.
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Sejam agora u,v € [S] e k € K. Entao, existem escalares ay, as, as, ..., a,, b1, by, b3, ..., b, € K tais
que
U= QU1 + aoUy + azv3 + ...+ apv, € U =bjvy + bavg + bsvs + ...+ b,v,.

Temos entao que

e u+v € [S], pois usando a comutatividade, a associatividade e a ditributividade das operagoes no

espago vetorial V' temos que
u+v = (a1v1 + agve + azvs + ...+ apvy,) + (byvy + bove + bgvs + ...+ byvy)
= (a1v1 + byv1) + (agvg + bave) + (azvs + b3vz) + ... + (apvn + byvy)
= (a1 + b1)vy + (ag + b2)ve + (a3 + b3)vs + ... + (an + by)vy,
e [5],
uma vez que (a; +b1), (az+ba), (az+bs3),..., (a, +b,) € K sao elementos do corpo de escalares

K.

Y

e ku € [S], pois usando a distributividade da operagao de multiplicagdo por escalar no espago
vetorial V' temos que
ku = k(ajvy + agvg + azvs + ... + a,v,)
= k(ajv1) + k(aguy) + k(agvs) + ... + k(a,vn)

= (kay)vy + (kag)ve + (kaz)vs + ... + (kay)v,

e [9],
uma vez que (kay), (kag), (kas),..., (ka,) € K sdo elementos do corpo de escalares K.
Portanto, [S] é um subespaco vetorial de V', completando a prova o teorema. [ |

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.32. Seja V =R3 o espaco euclideano tridimensional e consideremos
v =(1,0,0) e wvy=(1,1,0).

Vamos encontrar o subespaco [{vi,v2}] gerado por S = {v1,ve}.
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De fato: Seja u € [S] = [{(1,0,0),(1,1,0)}]. Entao existe aj,as € R tais que
u=a:(1,0,0) + a2(1,1,0).
Usando propriedades do espaco euclideano tridimensional R? obtemos que
u = (a1,0,0) + (as, as,0) = (a; + az, as,0).

Counsideremos entao

U={(xr+y,y,0) € R z,y € R}.

Vamos mostrar que [S] = U. Para fazermos isso, observemos incialmente que U C R? é um subespago

vetorial de R? (verifique esse fato!!!). Ainda,
(1,0,0) € U,
pois basta tomarmos x =1, y = 0 e 2 = 0 e usarmos a defini¢cao de U. Também,
(1,1,0) € U,
pois basta tomarmos x = 1, y = 1 e 2 = 0 e usarmos, novamente, a definicao de U. Dessa forma,
ScuU
e, como U ¢é subespaco vetorial de R?, o Teorema implica que
[S] C U.
Seja agora u € U, entdao u = (x +v,y,0) € R?, com x,y € R. Temos
u=(r+y,+y,0) = (x,0,0) + (y,y,0) = =(1,0,0) + y(1,1,0) € [{(1,0,0),(1,1,0)}] = [5],

pois z,y € R, ou seja,

U cClS].

Provamos entao que

[S]=U={(z+v,5,0) € R* z,y € R},

completando o exemplo. O
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Exemplo 3.33. Seja V =R3 o0 espaco euclideano tridimensional e consideremos
W ={(z,y,2) €R’ z+y=0}.
Vamos encontrar, se possivel, os geradores de W.

De fato: Seja u = (z,y,z) € W, entdao z + y = 0 e, portanto, y = —z. Assim,
u=(r,y,2) e W <= u=(x,—x,z2) = (z,—,0)+ (0,0, 2) = z(1,—1,0) + 2(0,0, 1).

Se considerarmos

S ={(1,-1,0),(0,0,1)},

provamos acima

W C [{(17_170)7 (0’071)}] = [S]a

pois escrevemos todo elemento de W como combinagao linear dos vetores (1, —1,0) e (0,0,1) de S.

Por outro lado, como W é um subespago vetorial de R? (verifique!!!) e claramente

(1,-1,0),(0,0,1) € W,

ou seja,

ScWw,
entao o Teorema |3.31] implica que

[S]c W
e, portanto, concluimos que

[S] =W,

mostrando que os geradores de W sao os vetores
v =(1,-1,0) e wy=(0,0,1),

completando o exemplo. O

Quando S = {vy,vq, ..., v,} vamos denotar

[S] = [v1, 2,03, ..., U]
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Exemplo 3.34. Seja V =R3 o0 espaco euclideano tridimensional e consideremos
Uy ={(z,y,2) €R* x=0}.
Vamos encontrar, se possivel, os geradores de Uj.
De fato: Seja u = (x,y, z) € Uy, entao x = 0. Assim,
u=(z,y,2) €Uy <= u=(0,y,2)=(0,9,0)+ (0,0, z2) =y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Se considerarmos

S ={(0,1,0),(0,0,1)},

acabamos de provar entao que

U, C [{(Ov 170)7 (0707 1)}] = [S]

Por outro lado, como U; é um subespago vetorial de R? (verifique!!!) e claramente temos que

(0,1,0),(0,0,1) € Uy,

ou seja,

S C Ul,
entao o Teorema [3.31] implica que

[S] c Uy
e, portanto, concluimos que

[S] = U,

mostrando que os geradores de U; sao os vetores
v1 =(0,1,0) e wy=(0,0,1),
completando o exemplo. Il
Exemplo 3.35. Seja V =R3 o espaco euclideano tridimensional e consideremos
Uy ={(z,9,2) €R® y=2z=0}L

Vamos encontrar, se possivel, os geradores de W.
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De fato: Seja u = (z,y, z) € Uy, entdao y = z = 0. Assim,
u=(z,y,2) € Uy <= u=(x,0,0)=2(1,0,0).

Se considerarmos

S = {(17070)}7

temos entao que

Uy < [{(1,0,0)}] = [5].

Por outro lado, como U, é um subespago vetorial de R? (verifique!!!) e

(1, 0, O) e U,
ou seja,
S C Us,
entao o Teorema [3.31] implica que
[S] C Us
e, portanto, concluimos que
[S] = U,
mostrando que o gerador de U, é o vetor
U1 = (17 07 0)7
completando o exemplo. O
Vimos no Exemplo [3.25[ que
R*=U, ® Us,
onde
Uy ={(z,y,2) €R* x =0}
e

Uy ={(z,y,2) €R* y=2=0}
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Também, vimos nos Exemplos e que os geradores de U; e Us sao
(0,1,0), (0,0,1) e (1,0,0),
respectivamente. Um pergunta natural é se esses vetores
(0,1,0), (0,0,1), (1,0,0)

sao geradores de todo o espaco euclideano tridimensional R3. A resposta é afirmativa, pois todo elemento

(z,y,2) € R? se escreve da forma
(z,y,2) = 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1).
Temos entao a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.36. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K (K = R ou K = C).Se

existirem vetores vi,vs, ..., v, € V. n em V tais que V seja gerado pelos vetores vy, v, ..., Uy, iSto €,
V = [v1,09,...,0,].
Diremos que V' € um espago vetorial finitamente gerado.

Dessa forma:

e 0 espaco euclideano bidimensional R? é finitamente gerado, pois
R* = [(1,0), (0, 1)].

e 0 espaco euclideano tridimensional R? é finitamente gerado, pois

R? = [(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)].

e De forma geral o espago euclideano n—dimensional R" é finitamente gerado, pois

R" = [(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,0,1)].
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e 0 espago da matrizes quadradas 2 x 2 My(R) é finitamente gerado, pois

Vamos agora fazer exemplos envolvendo o espaco vetorial das matrizes.

Exemplo 3.37. Seja V= My(R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2 X 2, munido

das operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar e considere
Uy ={AecMyR); A € uma matriz simétrica }.

Vamos encontrar, se possivel, os geradores de Uj.

x
De fato: Seja A = Y € M (R). Entao para A € Uy, devemos ter y = z e, portanto,

— A=

xz 0 0 vy 0 0
— A= + +
0 0 y 0 0
0 0
— A==z
0 0

w
01
+y +w

Se considerarmos

0 0 0
S - { 9 9 }7
0 0 10 0 1
acabamos de mostrar entao que
10 0 1 0 0
Urc{ : , =151
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Por outro lado, como U; é um subespagco vetorial de My(R) (verifique!l!) e

10 0 1 0 0
’ ) € Ula
0 0 10 01
ou seja,
S C Uy,

entao o Teorema |3.31] implica que

[S] cU

e, portanto, concluimos que

[S] = Ui,

mostrando que os geradores de Uy sdo os vetores (matrizes)

completando o exemplo. Il

Vamos agora mostrar que V' = My (R) o espago vetorial das das matrizes quadradas de ordem 2 x 2,

munido das operagoes usuais de soma e multiplicacao por escalar é finitamente gerado.

Exemplo 3.38. Seja V= My(R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2 x 2, munido

das operagoes usuais de soma e multiplicacao por escalar e considere

1 0 01 0 0 0 0
Al - ) A2 - ) A3 - € A4 -
0 0 00 1 0 01
Entao
10 0 1 0 0 00
MQGR) = [ ) ) ) ]
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x
De fato: Seja Seja A = Y € M (R) uma matriz quadrada de ordem 2 x 2 qualquer. Temos
zZ w
x
A=|""7
Z w
x 0 0 0 0 0 0
= + + +
0 0 0 z 0 0 w
10 01 0 0 0 0
T +y + z + w ,
0 0 0 0 10 0 1
mostrando que
10 0 1 0 0 0 0
MQ(R) - [ ) ) ) ]
0 0 0 0 10 0 1
Mas, é imediato que
10 0 1 0 0
[ ’ ) ) ] C M2<R)7
0 0 0 0 10 0 1
pois M(R) é um espaco vetorial. Logo,
10 0 1 0 0 0 0
M?(R) = [ 3 ) ) ]7
0 0 0 0 10 0 1
ou seja, M(R) é finitamente gerado e seus geradores sao
10 0 1 0 0 0 0
ool oo 10| |o1]
completando o exemplo. O

Vamos comegar com um exemplo que engloba quase todos os conceitos estudados até o presente

momento.

Exemplo 3.39. No espago euclideano tridimensional R3, considere os sequintes subconjuntos

Uy ={(z,y,2) eR* z+y=0}
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Uy = {(z,y,2) € R% 2x+32z=0}.

Vamos verificar se R? = U, @ Us, calcular os geradores de Uy, Uy, Uy NUsy e Uy + Us.

De fato: Como claramente (0,0,0) € Uy, entao

L] U17é®

Sejam agora u,v € U; e k € R. Como u € U; temos que

u=(21,20,73) ER® e 21 +25 =0, ouseja, ;= —o,.

Também, como v € U; temos que

v = (Y1,Y2,Y3) € R® e y1 +y2 =0, ouseja, y1 = —yo.

Logo,
® u+v= (11 +y, T2+ Y2, T3+ Y3) e
Ty = —ro+ () = — (T2 +2),
ou seja, u +v € Uy;
o ku = k(xy,x9,x3) = (kwy, kxo, kxs3) €
(k1) = k(21) = k(—22) = —(ka),

ou seja, ku € Uj.

Portanto, concluimos que U; é um subespaco vetorial do espaco euclideano tridimensional R3.

Novamente, (0,0,0) € Us, entao

L] UQ%@



144 Marcos Roberto Teixeira Primo

Sejam agora u,v € Uy e k € R. Como u € U, temos que
u = (21,20,73) €R® e 2y +3x3 =0, ouseja, 2w, = —3x3.
Também, como v € U, temos que
v=(y1,y2,y3) €ER® e 2y +3y; =0 ouscja, 2y; = —3ys.
Logo,
o ut+v=(21+Y,T2+ Y273+ ys)e
2(x1 + 1) = 221 + 2y1 = =33 + (—3y3) = —3(x3 + y3),

ou seja,

2(.%1 + yl) + 3(953 + y5> =0,

mostrando que u + v € Us;
o ku = k(xy,x9,x3) = (kwy, kxo, kx3) €

ou seja,

2(kxy) + 3(kxs) =0,
mostrando que ku € Us.

Portanto, concluimos que U, também é um subespaco vetorial do espaco euclideano tridimensional R3.
Vamos verificar agora se

R3:UI+U27

para isso observemos primeiro que

U, U, C R3.

Logo,
Ui+ U, C R3.
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Vamos entao verificar se

R C Uy + Us.

145

Seja entao (a,b,c) € R3. Para que (a,b,c) € U + Uy, devemos encontrar u = (1,79, 73) € Uj e

v = (Y1, 92, y3) € Us tais que

(a,b,¢) =u+v=(x1,22,23) + (Y1, Y2, y3)-

Como u = (x1, z9,x3) € Uy, entdo
r1+ 29 =0, ouseja, r1 = —xo,

assim,

U = (_an T, ZE3).

Como v = (yla y2>y3) € U27 entao

2y1 + 3y3 = 0 ou seja, 2y, = —3y3,

assim,
2
v = (Y1, Yo, —gyl)-
Portanto (a, b, c) € U; + U, se, e somente se,
2
(a,b,¢) = (=22, v2,73) + (Y1, Y2, —gyl)y
ou seja,
2
(a,b,¢c) = (—=x2 + Y1, T2 + 2, 03 — 53/1),
ou ainda se, e somente se,
T2t =a
) + Yo = b

2,
T3 — 34 = ¢C

Que é um sistema linear com trés equacoes e quatro variaveis

T2, T3, Y1, Y.
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A matriz ampliada para esse sitema fica:

-1 0 1 0 |a
A= 1 0 0 1|b
2
0 1 -3 0 C
Escalonando essa matriz obtemos que
-1 0 1 0 ]a 1 0 0 1 1|b
A= 10 0 1]|b] = |0 1 =20]c
01 =20 ¢ -1 0 1 0]a
1 0 0 11| 10 0 1 b
0 1 —% 0|c — 0 1 —% 0 c
-1 0 1 0 |a 00 1 1/ a+bd
10 0 1 b 1 0 01 b
01 =201 c = | 010 3 |ct+i(a+d) |=4
00 1 1 la+bd 0011 a+b

Como a matriz A; estd na forma escalonada, entao

enquanto que o numero de varidveis do sistema linear é igual a 4(quatro). Portanto, o sistema é

compativel indeterminado. Por simplicidade vamos fazer y, = 0 e, portanto, obtemos que
2
To=0b, x3 :c—i—g(a—i—b) e yp=a+b,

mostrando que
((Z, ba C) =u+v= (xla X2, 333) + (yb Y2, 93)7
com 1, Xa,Yy; € Yo dados acima e lembrando que

2
T1=—T2 € Y3 = —gY1-

3
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Portanto,
R* C Uy 4 Us.

Logo, concluimos que

R =U;, + Us.

Vamos verficar agora se a soma acima é uma soma direta, para fazermos isso precisamos mostrar
que a intersecao

Uy NnU,={(0,0,0)}

s6 possui o elemento neutro (0,0,0) de R%. Como U; e U, sao subespacos vetoriais de R3, entao Uy N U,

também é um subespaco de R? e, portanto,
{(0,0,0)} C Uy N Us.
Seja agora u(z,y, z) € Uy N Us. Temos

u=(z,y,2) €l <= v+y=0

u=(x,y,2) € Uy <= 2x+32=0.

Logo devemos ter que

r+y=0
204+ 3z =0,
de onden concluimos que
2
=-—T e z2=——I.
Y 3
Logo u = (x,y, z) € Uy N Uy se, e somente se,
( )= 2(1, -1 —)
u=(z,—x,—=x) =z(1,—-1,—=
) ) 3 ) ) 3 )

ou seja,

2
UyNUs ={(z, —x, _§I> c R? x c R}

e, podemos ver imediatamente que

Urn Uz #{(0,0,0)},
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pois o elemento (1, —1, —%) € U; N U,y. Mostramos assim que a soma nao ¢ direta.

Para encontrarmos os geradores de U;, observemos que
u=(z,y,2) eV} <= u=(v,—x,2)=(r,—x,0)+ (0,0, 2) = z(1,—1,0) + 2(0,0, 1).
Assim,
U, C [(1,-1,0),(0,0,1)]

e como claramente os vetores (1, —1,0) e (0, 0, 1) sao elementos do subespago vetorial R® e [(1, —1,0), (0,0, 1)]

¢ o menor subespaco de R? que contém esses vetores, entao devemos ter que
Ul = [(L _17 O)? (07 07 1)]7

mostrando que (1,—1,0) e (0,0, 1) s@o os geradores de Uj.

Com relagao aos geradores de Us, observemos que
2 2 2
u=(z,y,2) € Uy <= u=(x,y, —ga:) = (z,0, —gx) +(0,9,0) = (1,0, —g) +9(0,1,0).

Assim,

U2 - [(L 07 _g)’ (07 170)]

e como claramente os vetores (1,0, —%) e (0, 1,0) sao elementos do subespago vetorial R® e [(1,0,—2), (0,1, 0)]

¢ o menor subespaco de R? que contém esses vetores, entao devemos ter que

s = [(1,0,-3), 0,1,0)},

2

) e (0,1,0) sao os geradores de Us.

mostrando que (1,0, —
Também,

2
R = Uy + Uy = [(1,-1,0),(0,0,1), (1,0, ~3).(0,1,0)

pois, cada elemento de U; + U; se escreve como soma
U+ v,
com u € Uy e v € U; e, portanto

u=ay(1,—1,0) +ay(0,0,1) € Uy
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2
v = a3(1, 0, —5) + CL4(O, ]., 0) S UQ,

ou seja,

2
u+v=a(l,—1,0) + a2(0,0,1) + as(1,0, —g) + a4(0,1,0),

mostrando que

2
U+ U, C[(1,-1,0),(0,0,1), (1,0, —g), (0,1,0)].

E como cada um do vetores
2
(1,-1,0),(0,0,1),(1,0, —§), (0,1,0) € Uy + Uy,
uma vez que (0,0,0) € U; e (0,0,0) € Us, obtemos que
2
[(1,-1,0),(0,0,1),(1,0, —g), (0,1,0)] C Uy + Us.

Assim,

m+%—mﬁamm@mu@—ém¢m

e os geradores de U; + Us sao (1,—1,0), (0,0,1), (1,0, —%) e (0,1,0).

Vimos que u = (z,y, z) € U; N U, se, e somente se,

2
u=(x,—x, —gac) =z(1,-1, _§>

Logo,

2
MH%CKh&ry}

e como o vetor (1,—1, —%) é um elemento de U; N Uy, concluimos que

2
UynU, =|[(1, -1, —5)],

mostrando que o gerador de U; N Us é o vetor (1, —1, —%), completando o exemplo.

Vimos anteriormente que os vetores

(1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1)

149
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sao geradores do espaco euclideano tridimensional R? e que vetores

(1,-1,0), (0,0,1), (1,0,—5) e (0,1,0)
também sao geradores de R®. O conceito que iremos estudar agora nos dird qual desses grupos de

geradores de R? sao mais apropriados para expressar os vetores de R?,

Definicao 3.40. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K. Diremos que o conjunto de
vetores {vy, vy, ..., v,} € linearmente dependente (LD) se existires escalares oy, o, ..., o, € K, nem
todos nulos, tais que

V1 + QoUg + ...+ apv, =0, (3.1)

onde 0 denota o elemento neutro de V. Caso contrdrio, diremos que o conjunto de wvetores

{v1,v9,...,v,} € linearmente independente (LI).

Observemos que a igualdade em (3.1) é sempre verdade se tomarmos todos os escalares iguais a
zero, isto é,

Ovy + Ovg + ... 4+ 0v, =0,

pois em um espaco vetorial sempre é verdade que

Ov =0,
para qualquer vetor v € V. Na pratica, para mostarmos que o conjunto de vetores {vy,vs,...,v,} é LI
devemos mostrar entao que
a1y + o+ ...+ o, =0 < o= =...=qa, =0.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.41. Seja V = R? o espaco euclideano bidimensional e consideremos os conjunto de vetores

{(1,0), (0,1)}

{(0,0), (1,1)}.

Vamos verificar se esses conjuntos de vetores sio LI ou LD em R2.
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De fato: Sejam aq, as € R tais que
a1(1,0) + ay(0,1) = 0 = (0,0),
pois o elemento neutro de espago euclideano R? é (0,0). Temos
(0,0) = a1(1,0) + a2(0,1) <= (ay,0) = (0,a2) = (0,0) <= (a19) = (0,0),

ou seja, se, e somente se,

051:062:0,

mostrando que o conjunto
{(1,0), (0,1)}

é LI em R2.

Para verificarmos se o outro conjunto é LI ou LD em R2, sejam novamente a1, as € R tais que
a1(0,0) + ay(1,1) =0 = (0,0).

Temos

(0,0) = a1(0,0) + az(1,1) <= (0,0) = (s, as) = (0,0),

ou seja, se, e somente se,

012:0.

Portanto obtemos que para qualquer valor que atribuirmos para a; teremos que
a1(0,0) +0(1,1) =0 = (0,0),
por exemplo se tomarmos «; = 1, teremos que
1(0,0) +0(1,1) = (0,0 + (0,0) = (0,0),

mostrando que o conjunto
{(0,0), (1,1)}

¢ LD em R2, completando este exemplo. O
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Vale a pena observarmos aqui que se o elemento neutro 0 do espaco vetorial fizer parte do conjunto
que estamos tentando verificar se é LI ou LD, este conjunto sera sempre LD, pois para todo escalar

a # 0 nao nulo sempre teremos que

ald=0

e, portanto, o conjunto de vetores
{v1,v9,...,0,...,0,}

sempre serda LD, pois pelo menos conseguiremos tomar o escalar que multiplica o elemento neutro nao
nulo.

Vejamos mais exemplos

Exemplo 3.42. Seja V = R? o espaco euclideano tridimensional e consideremos os conjunto de vetores

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

{(1,-1,0), (0,0, 1, (1,0, —g), 0,1,0)}

o conjunto de vetores que sio geradores de R® = U; + Us, conforme Exemplo . Vamos verificar se

esses conjuntos de vetores sao LI ou LD em R3.
De fato: Sejam a1, as, a3 € R tais que
a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a3(0,0,1) = 0 = (0,0,0)
pois o elemento neutro do espaco euclideano R3 ¢é (0,0, 0). Temos
(0,0,0) = a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a3(0,0,1) <= (ai,az,a3) = (0,0,0),

ou seja, se, e somente se,

a1 = ag = ag =0,

mostrando que o conjunto

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

é LI em R3.
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Para verificarmos se o outro conjunto é LI ou LD em R?, sejam o, as, a3, iy € R tais que
2
ap(1,—-1,0) + a2(0,0,1) + a3(1,0, —§) + a4(0,1,0) = 0= (0,0,0).
Temos
2 2
(Oa 07 0) = CY1(17 _17 0)+052(07 07 1)+O./3<1, 07 —§)+CY4(O, 17 0) — (@1+043, —Oé1+044, 042—5063) = (07 O? 0)7

ou seja, se, e somente se,

CY1+O(3:O

—(11+C¥4:0

Qg — %Oég =0.
Resolvendo o sistema acima obtemos que
2
Qo = —5041, =Q3=—0 € a4 =0,

ou seja, o sistema é compativel e indeterminado. Se tomarmos oy = 1, otemos que

1(1,-1,0) + (—%)(0,0, 1)+ (—1)(1,0, —;) +1(0,1,0) = (0,0,0),

mostrando que o conjunto

{(1,-1,0), (0,0, 1), (1,0, —g), 0,1,0)}

¢ LD em R?, finalizando este exemplo. O

Observemos que ambos os conjunto de vetores

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

{(1,-1,0),(0,0,1),(1,0,), (0.1,0))
eram geradores do espaco euclideano R3. A diferenca principal entre esses conjuntos de geradores é que o
primeiro ¢é LI e que o segundo é LD, dito de outra forma, a principal diferenca é que utilizando o primeiro
conjunto conseguimos escrever cada elemento de R? de uma tinica forma em funcao (combinagao linear)
dos vetores deste conjunto enquanto que utilizando o segundo conjunto de vetores escreveremos cada
vetor de R3 de vérias formas em funcio (combinacdo linear) dos vetores deste conjunto. Na préxima

se¢ao daremos o nome de base ao primeiro conjunto. Vejamos outro exemplo:
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Exemplo 3.43. Ainda no espaco euclideano V = R® consideremos o conjunto de vetores
{(1,-1,0),(0,0,1),(0,1,0)}.
Vamos verificar se esse conjunto de vetores é LI ou LD em R3.
De fato: Sejam aq, as, a3 € R tais que
ap(1,—1,0) + a2(0,0,1) + a3(0,1,0) = 0 = (0,0, 0).
Temos
(0,0,0) = ay(1,—-1,0) + a2(0,0,1) + a3(0,1,0) <= (a1, —a1 + asz,az) = (0,0,0),

ou seja, se, e somente se,

&1:0, —Oél—f-Oég,:O, 062:0,

ou seja, se, e somente se,

ap =ay =a3 =0,

mostrando que o conjunto de vetores
{(1,-1,0),(0,0,1),0,1,0)}

¢ LI em R3, finalizando este exemplo. U

No Exemplo [3.43] mostramos que o conjunto de vetores
{(1,-1,0),(0,0,1),(0,1,0)}
¢ LI em R? e, no exemplo mostramos que o conjunto de vetores
{(1,-1,0),(0,0,1), (1,0, ~2),(0,1,0))

¢ LD em R3. Se olharmos esses dois conjuntos de vetores temos a seguinte constataciao: o vetor

2
1,0, —<
(77 3)

transformou o conjunto LI

{(1,-1,0),(0,0,1),(0,1,0)}
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no conjunto LD

2
{(1,-1,0),(0,0,1), (1,0, _5)’ (0,1,0)}.
E isso aconteceu, pois

(1,0, —;) =1(1,-1,0) = (—%)(0,0, 1)+ 1(0,1,0),

ou seja, o vetor (1,0, —%) ¢ uma combinacao linear dos vetores
(17 _17 0)7 (07 Oa 1)7 (07 17 O)
Temos assim o seguinte resultado:

Teorema 3.44. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo de escalares K e {vy,vs,...,v,} um
conjunto de vetores em V. Entao o conjunto de vetores é LD se, e somente se, um dos vetores for

combinacao linear dos demais.

Demonstragao: Suponhamos que todos os vetores sejam nao nulos, pois se um deles for nulo, entao
claramente o conjunto é LD e, tomando todos os escalares nulos podemos escrever o vetor nulo como
combincao linear dos demais.

(=) Suponhamos que o conjunto de vetores nao nulos
{v1,v9, ..., 0,}
seja LD. Entao existem escalares, nem todos nulos, tais que
a1V + vy + ...+ o, = 0.
Suponhamos, para simplificar a notacao, que a; # 0. Entao
a1v; =0 — vy — agvg — ... — U, = 04 (—ag)vg + (—ag)vs + ... + (—ay ) vy.
Como a; # 0, entao obtemos que
1

v = a—l[(—ag)vg + (—az)vs + ... + (—an) v,
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ou seja,

— 0l —a3 — Oy
U1 :—UQ+—U3+...+
g aq aq

Uns

mostrando que o vetor v; é combinagao linear dos demais.
(«<=) Suponhamos que exista um vetor que é combinagao linear dos demais, por simplicidade, seja

v1 € V esse vetor. Entao, existem escalares ao, as, ..., «a, € K tais que
V1 = QU2 + Q3V3 + . .. + QpUn.
Dai,
—v1 + QU + vz + ... + v, =0,

ou seja,

(—1)vy + ague + agvg + . .. + v, = 0,
com pelo menos um dos escalares nao nulos (o; = —1 # 0), mostrando que o conjunto de vetores
{v1,v9,...,0,}

é LD e completando a prova do teorema. [ |

Na mesma direcao no teorema anterior temos o seguinte resultado:

Teorema 3.45. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K e {vy,vq,...,v,} um

congunto LI de vetores em V. Se o conjunto de vetores

{Uavla V2, ... 7Un}
for LD, entao v é combinagao linear dos vetores vy, vy, ..., Up.
Demonstragao: Sejam «, aq, s, ..., a, € K escalares tais que

av + a1V + aovy + agvs + ... + ay,v, = 0.
Entao como o conjunto de vetores {v, vy, vs,...,v,} é LD, pelo menos um dos escalares deve ser nao
nulo. Afirmamos que a # 0. De fato, se a = 0, entao temos que
0=av+ av; + agvs + azvs + ... + v,
= 0v + vy + aovs + vz + ...+ QU -

= V1 + QoUy + i3V3 + ... + QpUp.
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Mas {vq,vs,...,v,} é LI. Portanto,
al=ay=a3=...=aqa, =0

e, portanto,

a=a=ay=a3=...=q, =0,

o que nao pode acontecer, pois pelo menos um dos escalares deve ser nao nulo. Logo devemos ter que

a # 0 e, assim concluimos que

— O — Q9 —QOp
v=—v+—v+ ...+ Un,
o o
mostrando que v é combinacao linear dos vetores
{v1,v9, ..., 0.},
provando o teorema. [ |

Exemplo 3.46. Vamos verificar se o conjunto de vetores
{(1,1,0), (1,4,5), (3,6,5)}
¢ LI ou LD no espaco euclideano R3.
De fato: Para verificarmos se o conjunto ¢ LI ou LD em R?, sejam z,y, z € R tais que
z(1,1,0) + y(1,4,5) + 2(3,6,5) = 0 = (0,0,0).
Temos
(0,0,0) = (x,x,0) + (y,4y,5y) + (32,62,52) <= (v +y+ 32,2+ 4y + 62,5y + 5z) = (0,0,0),

ou seja, se, e somente se,
r+y+32=0
r+4y+62=0
oy + 52 =0,
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que é um sistema linear com 3 equacoes e 3 variaveis. A matriz dos coeficientes é dada por

113
A=11 4 6
05 5

Lembrando do capitulo de sistema lineares temos que o sistema terd solugao tinica, nesse caso a solugao

(0,0,0) se, e somente se, det(A) # 0. Calculando este determinante obtemos que
det(A) =0,

portanto o sistema é compativel e indeterminado (pois é um sistema homogéneo) e, portanto, possui

solugao diferente da solugao (0, 0,0). Portanto, o conjunto
{(1,1,0), (1,4,5), (3,6,5)}

¢ LD em R3, finalizando este exemplo. Il

Observemos que no exemplo anterior as colunas da matriz dos coeficiente do sistema que pre-
cisavamos resolver para verificar se o conjunto com trés vetores é LI ou LD é exatamente as coordena-
das desses trés vetores. De forma geral temos que o conjunto de vetores serd LD se o determinante da
matriz cujas colunas sao as coordenadas dos vetores for nulo e serd LI se o determinante da matriz for
nao nulo. Infelizmente s6 podemos utilizar essa técnica quando estivermos verificando se um conjunto
com n vetores no espago euclideano R™ é LI ou LD, isto é, a quantidade de vetores precisa ser igual a

”dimensao”do espacgo euclideano. Vejamos outro exemplo:

Exemplo 3.47. Vamos encontrar o valores de o € R de tal forma que o conjunto de vetores
{1-—a,14+0a),1+a,1—a)}

seja LI ou LD em R2.

De fato: Como estamos tentando verificar se um conjunto com dois vetores é 1I ou LD no R? que

tem ”dimensao”2 temos que

l—a 1+« 5 9 ) 9
det(A) = det =(l-—a)-—1+a)=1-2a+a"—(14+2a+a°) =—4a.
l+a 1-«

Logo,
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e se a = 0, entao o conjunto sera LD;

e se a # 0, entao o conjunto sera LI.

3.4 Base e Dimensao

Nesta secao vamos utilizar os conceitos de combinagao linear e dependéncia linear para mostrar
que todo elemento de um espaco vetorial finitamente gerado pode ser escrito de forma tnica como
combinagao linear de determinados grupos de vetores desse espaco e que esses grupos possuem sempre

o0 mesmo numero de vetores.

Definigao 3.48. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo de escalares K (K =R ou K =C). Um

conjunto de vetores {vy, vy, ..., v,} CV deV € uma base de V' se, e somente se,
(i) V = |v1,v9,...,0,], isto é, V € gerado pelos vetores vy, vy, ..., Uy;
(ii) {v1,ve,...,v,} €LI em V.

Pelos exemplos vistos nas duas se¢oes imediatamente anteriores temos que
e uma base para o espaco euclideano R? é

{(1,0), (0,1)};
e uma base para o espaco euclideano R3 é

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)};

e de forma geral, uma base para o espago euclideano n—dimensional R" é

{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,0,1)};
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e uma base para o espago vetorial das matrizes quadradas My(R) de ordem 2 x 2 é

10 0 1 00 0 0
{ Y ) ) }'
0 0 0 0 10 0 1
Vejamos agora mais alguns exemplos.

Exemplo 3.49. Vamos mostrar que

{(1,-1,0), (0,1,0), (0,0,1)}
também é uma base para o espaco euclideano R3.
De fato: Precisamos verificar os dois itens da Definic¢ao |3.48

e Mostremos que

R* =[(1,-1,0), (0,1,0), (0,0,1)].
Para isso, observemos inicialmente que como
(1,-1,0), (0,1,0), (0,0,1) € R®
e R3 ¢ um espaco vetorial e, portanto, também é um subespaco vetorial dele mesmo, entao
[(1,-1,0), (0,1,0), (0,0,1)] C R,
Por outro lado, se u = (a,b,c) € R3, devemos encontrar z,v, z € R tais que
(a,b,¢) = z(1,—-1,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1),

ou seja, se, e somente se,

(CL, b’ C) - (l’, —T + Y, Z)7
que ¢é equivalente a encontrar x,y, z € R tais que

r=a
—r+y=>

zZ = C.
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Logo, tomando
r=a, y=b+a e z=c,

obtemos que

(a,b,¢) =a(l,-1,0) + (b+a)(0,1,0) + ¢(0,0,1),

ou seja,

R? C [(1,-1,0), (0,1,0), (0,0,1)].

Logo,
R? = [(17_170)7 (07170)7 (07071)];

e vamos mostrar agora que
{(1,-1,0), (0,1,0), (0,0,1)}
¢ um conjunto LI em R3. Para isso sejam z,y, z € R tais que

z(1,—1,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) = (0,0,0),

ou seja,

(x,—x +vy,z)=(0,0,0).

Dai obtemos necessariamente que

x:y:z:o’

mostrando que o conjunto {(1,—1,0), (0,1,0), (0,0,1)} é LI em R3.
Pelo dois itens acima obtemos que
{(1,-1,0), (0,1,0), (0,0,1)}
também ¢ uma base para o espaco euclideano R3. U

Exemplo 3.50. Seja Py[t] = {ag + a1t + ast?; ag,a1,a; € R} o espaco vetorial dos polinémios em t,

de grau menor ou igual a 2 sobre o corpo dos niumeros reais, munido das operagoes: se

pl(t) =ag+ ait + ath c Pg[t]
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pg(t) = bo + bt + b2t2 € Pg[t],

e k € R, entao
o pi(t) = pa(t) = (ag + art + azt?) + (b + bast + bat?) = (ag + bo) + (a1 + b1)t + (az + by)t?
L] kpl(t) = k(ao + alt + a2t2) = (k‘CL()) + (kal)t + (kag)tz.

Entao

{1, t, t*}

¢ uma base para Pyt].
De fato: Precisamos verificar os dois itens da Definigao [3.48]

e Mostremos que

Pylt] = [1, ¢, 3.

Para isso, observemos inicialmente que como
1=1+0t+0t t=0+1t+ 0t ¢* =0+ 0t + 1t € Pyt
e Py[t] é um espago vetorial e, portanto, também é um subespago vetorial dele mesmo, entao
1, t, t*] C Pyft].
Por outro lado, se p;(t) = ap + a1t + ast? € Pa[t], devemos encontrar z,y, 2 € R tais que
pi(t) =ap+ait +agt’> =2 (1) +y (t) + 2 (£).

Tomando

r=ag, Yy=a € 2=Adqg,

obtemos,usando a igualdade de funcoes, que

pl(t) = Qo + alt + ath = Qo (]_) + aq (t) + a9 (tQ),
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ou seja,
Pot] C [1, ¢, ¢7].
Logo,
Polt] = [1. t, £°].
e vamos mostrar agora que
{1, t, ¢}

é um conjunto LI em Ps[t]. Para isso sejam z,y, z € R tais que
v 14y (t)+2z (#) =0+0t+ 08

ou seja,

x4yt + 2t* = 0+ 0t + 0t%,

Dai, usando a igualdade de funcoes, obemos necessariamente que
r=1y=2z2=0,
mostrando que o conjunto {1, ¢, t*} é LI em Pyt].

Pelo dois itens acima obtemos que
{1, ¢, t*}

¢ uma base para o espago P[t]. d
Vamos agora mostrar que todo espaco vetorial finitamente gerado possui uma base e que qualquer

base de um espaco vetorial finitamente gerado possui o mesmo nimero de vetores.

Lema 3.51. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo de escalares K e vy,v9,...,v, € V wvetores

nao nulos geradores de V. isto €,

V= ['Ul,'UQ,...,’Un].

Entao, dentre estes geradores podemos extrair uma base de V.
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Demonstragao: Como

V = [v1,v,...,0],
se
{vi,v9, ..., v}
for LI em V, entao
{v1,v9,...,0,}

¢ uma base de V| e o lema estd demonstrado. Suponhamos entao que

{v1,v9,...,0,}

¢ LD em V. O Teorema [3.44] implica entao que um dos vetores é combinacao linear dos demais. Sem

perda da generalidade suponhamos que

VUp = QU1 + QoUg + ... + Oy 1Up_1.

Dessa forma temos ainda que

V= [U17U27 o 7Un—1]7
isto é, vy, v9,...,v,_1 ainda sao geradores de V.
De fato: Claramente
[Ula V2, ... 7Un—1] cV.

Por outro lado, para todo v € V, como

V = [uy,v9,...,0.),

existem escalares x1,xs,...,x, € K tais que

V=21V +ToUs + ...+ Tp_1Up_1 + TpUp.
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Logo,

V=21V + ToUs + ...+ Tp_1Un_1 + TpUp
=201 + Ty + .. F Ty 1Un 1 + Tp(0qvr + aUa + . a1V, 1)
=101 + Ty + .. F Ty Un1 + Tp(aqvr) + zp(ove) + . 4 Ty (Q_10p-1)
= 2101 + oy + ...+ Ty U1 F (Tpan)V1 F (Tpe)ve 4 .o+ (T 1) Un 1
= (21 + zpoq)v1 + (29 + xpa2)ve + ..o+ (T + Ty 1)Up_1,

mostrando que

V C vy, 09, ..., Up1].
Assim,
V = [vy,v9,...,051].
U
Se
{v1,v9,...,0n_1}
for LI em V, entao

{v1,v9, ..., 001}

¢ uma base de V, e o lema esta demonstrado. Se

{’Ul, Vo, ... ,Unfl}

for LD em V, com o mesmo raciocinio acima, podemos extrair um vetor, digamos v,,_1, que é combinagao

linear dos demais e ainda obtermos que
V= [Ul,?)g, Ce ,'Un,Q].
Procedendo da mesma forma um nimero finito de vezes, obtemos que
V=u,v9,...,00 ], 7<n

e tal que

{Ula V2, ... 7Un—7‘}
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¢ LI em V, mostrando que

{Ul, Vo, ... ,'Un_r}

é uma base de V, para r < n, completando a demonstracao deste lema.

Observemos que se no processo acima tivermos r = 1, temos que

V = [vi]
e
{vi}
¢ LI em V, pois v; # Oy, mostrando que de fato o processo se repete um nimero finito de vezes. [ |

Uma decorréncia imediata do Lema [3.51] é que todo espago vetorial finitamente gerado possui uma

base. Vejamos um exemplo deste lema:

Exemplo 3.52. Considere V =R? o0 espaco euclideano bidimensonal. Vamos mostrar que
R? = [(17 1)? (27 1)7 (37 2)]
e depois que podemos escolher uma base de R? dentre estes trés vetores.

De fato: Observemos inicialmente que como
(1,1), (2,1), (3,2) € R?
e R? ¢ um espaco vetorial e, portanto, ¢ um subespaco vetorial dele mesmo, entao
[(1,1), (2,1), (3,2)] C R%
Por outro lado, para todo u = (a,b) € R? temos que
u=(a,b)=x(1,1)+y(2,1)+2(3,2) = (x + 2y + 3z, 2 + y + 22),

se, e somente se,

r+2y+3z=a
r+y+2z=0.



Introducao a Algebra Linear 167

Que é um sistema com duas equacoes e trés varidaveis: x, y e z. Resolvendo esse sistema obtemos, por
exemplo, que

z=a, y=—-b e v=—2a+ 2b.

Dessa forma,

u = (a,b) = (=2a+ 2b)(1,1) + (=b)(2,1) + a(3,2),

mostrando entao que

R* C [(1,1), (2,1), (3,2)].

Assim,

R* =[(1,1), (2,1), (3,2)].
Agora, observemos que
(3,2) = (1,1) +(2,1) = 1(1,1) + 1(2, 1),
isto é, o vetor (3,2) é uma combinagao linear dos vetores (1,1) e (2,1). Logo,
R* =[(1,1), (2,1)]

e se x,y € R sao tais que

ZE(l, 1) + y(27 1) = (07 0)7

entdo obtemos necessariamente que z = y = 0 (verifique esse fato!), ou seja,

{(1L,1), 2,1}

¢ LI em R? e, portanto,
{1, 1), (2,1)}

¢ uma base para R2. O
Nao faremos a demonstracao do préximo lema por ser muito extensa, aqueles alunos que desejam
se aprofundar podem encontrar uma demonstracao no livro 1 da Bibliografia apresentada no comecgo

destas notas nas paginas 118 e 119.
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Lema 3.53. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo de escalares K e vy, v, ..., v, € V vetores nao
nulos geradores de V, isto €,

V = [v1,09,...,0,].
Entao, qualquer conjunto com mais do que n vetores é LD.

O Lema [3.53| nos diz que se V' é gerado por n vetores, entao para um conjunto de vetores ser LI
em V este conjunto de vetores pode ter no méaximo n vetores. Vejamos uma aplicacao imediata deste

resultado:

Exemplo 3.54. Seja V = R3 o espaco euclideano tridimensional. Vamos mostrar que o conjunto de

vetores
1514

{(=53:2) (

) o) 67_\/576
2°3°5 2 3

), (1,3,5), (100,100,100)}
¢ LD em R3.

De fato: Sabemos que

R® = [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)].

Logo o Lema |3.53| implica necessariamente que

154 3 V3
——, =, =), (—,—Vv2,—), (1 100, 100, 1
{(=5:35) (G5 =v25), (1,3,5), (100,100,100)}
¢ LD em R?, pois este conjunto possui 4 vetores. U

Com o ultimo lema acima podemos mostrar que qualquer base de um espaco vetorial finitamente

gerado, que existem pelo Lema [3.51] possui sempre o mesmo nimero de elementos.

Teorema 3.55 (Teorema da Invariancia). Seja V' um espacgo vetorial sobre um corpo de escalares

que € finitamente gerado, isto €, existem vy, vy, ..., v, € V vetores em V tais que
V = [vg,v9,...,0].
Entao qualquer base de V' possui sempre o mesmo numero de elementos.

Demonstragao: Sejam

{ug, ug, ..., u,} e {wy,we, ..., wy}
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duas bases de V. Observemos que o Lema [3.53] implica imediatamente que

m,n <,

pois para os dois conjuntos de vetores serem base de V eles precisam ser LI em V e, portanto, nao

podem ter mais do que r elementos. Temos também que:

1. Como

V= uy,ug,y...,u,) e {wy,wy,...,w,} éLIem V,

entao o Lema [3.53| implica que

m<n
2. Como
V= |wy,wa, ..., wy] e {ug,ug,...,u,} éLIem V,
entao o Lema [3.53| implica que
n<<m
Logo os dois itens acima implica que
n=nm,
mostrando que quaisquer base de V' possuem sempre o mesmo nimero de elementos. [ |

O Teorema da Invariancia motiva a seguinte definicao:

Definicao 3.56. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. O numero de elementos de qualquer

base de V' é chamado de dimensdo de V' e serd denotado por dim(V).

Pelo que vimos no comecgo desta secao temos que

e dim(R?) = 2, pois {(1,0), (0,1)} é uma base para R?;

e dim(R3) = 3, pois {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} é uma base para R?;

e dim(R") = n, pois
{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,0,1)}

é uma base para R";
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10
e dim(Mjy(R)) = 4, pois { : , :
00 0 0 10

o dim(Pyt]) = 3, pois {1, t, t?} é uma base para Pylt].
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} é uma base para M(R);

Vamos agora estudar algumas propriedades inerentes ao conceito de base e dimensao de espagos

vetoriais finitamente gerados.

Teorema 3.57. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Entdao qualquer conjunto LI em V' pode

ser completado para um base de V.

Demonstragao: Como V é um espago vetorial finitamente gerado, entao V' possui uma base. Seja

n € N tal que
dim(V) = n.

O Lema [3.53] implica que qualquer conjunto LI de vetores possui nimero menor que n de elementos.

Seja entao
{v1,v9,...,0.}, com r<mn
um subconjunto LI de V.
Se
V = [vg,v9,...,0.],

entdo r = n, {v1,vs,...,v,} é uma base de V' e o teorema estd provado.

Se
V £ 1,09, ..., 0],
entao existe v, € V tal que
Vg1 & [V1,02, ..., 0]
e, portanto,
{v1,v9,. ., Vp, U1}

é¢Llem V.
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De fato: Sejam x1, 2o, ..., 2., 41 € K tais que
T + 22U + .+ 0 + T U1 = Oy

Devemos mostrar que r; = x9 = ... = . = x,,1 = 0. Suponhamos, por absurdo, que

xy11 # 0, entao obtemos que

I T2 Ty
Ury1 = (— )Ul + (— )UQ 4+ ...+ (— )UT,
Tr41 Tr41 Tr41
mostrando que v,;1 ¢ uma combinacgao linear dos vetores vy, v, ..., v, 0 que é um absurdo.
Logo devemos ter z,.; = 0 e dai obtemos que
11 + 2ov2 + ...+ 2,0, + 0vp 1 = Oy,
ou seja,
11 + Xov2 + ... + 2,0, = Oy
Mas {vy,vs,...,v,.} é LI em V e, portanto, devemos ter necessariamente que
T =x9=...=x, =0.
Portanto,
Tl =Tg=...=Tp = Tpy1 =0,
mostrando que {v1,va, ..., v, 41} é LI em V. Il
Se
V= [U17U27 s 7UT7UT+1]7

entao o teorema esta demonstrado. Caso contrario existiria v, € V tal que
V1 & [V1, V25, Up, Upg]
e com o mesmo raciocinio utilizado acima mostramos que

{Ula V2, ...y Up, Upga, U'I‘—i-Q}
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é¢ LI em V. Se

V= [Uh U2y« Upy Upya, UT—FQ];
entao o teorema esta demonstrado. Caso contrario prosseguimos com a mesma argumentagao até
obtermos
{v1,v9, .., Vpy Upg1, Vg, o, U}

LI em V. Vamos mostrar agora que temos necessarimante, neste caso, que

V= [v1,09, ..., Upy Vg1, U2y - -, Upl.

De fato: Claramente
[Ulvv27 <oy Upy Upg 1, Upg2y - - 7Un] cV.

Por outro lado, para todo v € V, como dim(V') = n o Lema implica que

{v1,V2, ..., Vp, Upg1, Vpp, ..., Up, U}

¢ LD em V e, portanto, segue do Teorema |3.45 que existem escalares oy, s, ..., qa, € K
tais que

V=QiU1 + QU+ ...+ U + Qpyp1Upy1 ... + QpUp,

mostrando que

U E [U1,V2, oy Uy Upg1, Upgy -+ Unl,
ou seja, que
V C 1,09, .oy Upy Vi1, Up2y -« -5 Up).
Portanto,
V= [v1,09, ..y Upy Vg1, U2y -« 5 Up). O
Portanto,
{v1,v9, .., Vpy Upg1, Vpga, o, U}
¢ uma base de V e o teorema estd demonstrado. |

Antes de fazermos exemplos, o préximo resultado segue imediatamente do que foi feito na demons-

tragao do Teorema do Completamento e sera bastante utilizado nos exemplos.
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Corolario 3.58. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado com dim(V) = n. Entao qualquer

conjunto LI em V' com n vetores forma uma base para V.

Demonstragao: Seja

B ={v,vg,...,0,}

um conjunto LI em V. Vamos mostrar que B é de fato uma base para V. Claramente
[1,09,...,0,] C V.
Por outro lado, para todo v € V, como dim(V) = n o Lema implica que
{v1,v9,...,0,,0}
é LD em V e, portanto, segue do Teorema [3.45] que existem escalares aq, ag, ..., «, € K tais que
V= QU1 + QaUs + ... + Uy,

mostrando que

v € [v1, U9, ..., 0],
ou seja, que
V C vy, v9,. .., 0]
Portanto,
V= [v1,v9,...,...,0,] = [B]

Portanto, B é LI em V e gera todo o espaco V. Portanto, B é uma base de V' e o corolario esta

demonstrado. [ |

Exemplo 3.59. Usando o Corolirio do Teorema do Completamento vamos encontrar os valores de
m € R para que o conjunto

B ={(3,5m,1), (2,0,4), (1,m,3)}

seja uma base para o espaco euclideano R3.
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De fato: Como dim(R3) = 3, para mostrarmos que B é uma base para R* precisamos mostrar
apenas que B é um conjunto LI em V. Mas B possui 3 (trés) elementos em um espago vetorial com

dimensao 3. Logo para mostrarmos que B é LI precisamos encontar os valores de m € R tais que o

determinante
3 2 1
det | 5m 0 m
1 4 3

seja nao nulo. Temos
3 2 1
det | 5m 0 m | =2m+20m — 12m — 30m = 20m.
1 4 3
Logo B serd uma base de R? se, e somente se, 20m # 0, ou seja, se, e somente se, m # 0. U
Vamos apresentar agora um processo pratico para determinar uma base para subespagos vetorias

do espaco euclideano R™.

Vamos utilizar o Lema para encontrarmos uma base para um subespago vetorial U
de R™. Precisamos entao extrair vetores LI dentre os geradores de U de tal forma que os
demais continuem gerando U. A idéia entao é descobrir qual desses vetores podemos excluir.

Vamos proceder da seguinte forma:
e primeiro contruimos uma matriz cujas linhas sao as coordenadas dos vetores;
e cscalonamos a matriz guardando na memoria qual linha correspondente a cada vetor;

e excluimos os vetores cujas coordenadas estao associadas as linhas nulas que porventura

aparecem na matriz escalonada.
e a base de U sera formada pelo vetores cujas coordenadas correspondem as linhas nao
nulas da matriz escalonada.

Para completar a base desse subespaco para uma base do espaco R™. Procedemos da seguinte forma:

e completamos a matriz escalonada, obtida no processo anterior, com os vetores da
base canodnica, do respectivo espaco euclideano R”, até obtermos uma matriz, ainda na

forma escalonada, quadrada de ordem n x n;
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e a base do espaco euclideano R" sera entao composta pelos geradores de U que correpon-
deram a linhas nao nulas da matriz escalonada obtida no processo anterior adicionado

dos vetores da base canonica de R"™ adicionados no item anterior.
Vejamos um exemplo deste processo:

Exemplo 3.60. Vamos encontrar uma base para o subespaco vetorial de R* gerado pelos vetores
{(27 17 L 0)7 (L 07 17 2)7 (07 _17 17 4)}7

que contenha alguns desses vetores. Depois vamos calcular a dimensao do subespaco gerado pelos trés

vetores acima e completar esta base para uma base de R*.

De fato: Considere
U=1[(211,0), (1,0,1,2), (0,—1,1,4)].

entdao U é um subespaco vetorial de R*. Consideremos entdo a matriz

2 1 10| v
A=11 0 1 2| w
0 —1 1 4| wvs

Vamos agora escalonar a matriz A. Temos

2 1 10 V1 1 0 1 2 Vo
A=11 0 12| v, — 2 1 10| v
0 -1 1 4 U3 0 -1 1 4 U3
1 0 1 2 Vo 1 0 1 2 Vg
2 1 10| v — |0 1 =1 -4 o
0 -1 1 4 Vs 0 -1 1 4 Us
1 0 1 2 Vo 1 0 1 2 Vo
0 1 —1 —4| v — 01 —1 —4 |
0

-1 1 4 U3 00 0 O U3
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Dessa forma vamos excluir o vetor vs, pois a linha associada as coordenadas deste vetor na matriz

escalonada é uma linha nula. O Lema [3.51| implica entao que
U=1[(21,1,0), (1,0,1,2)],
pois o vetor vz é combinacao linear dos demais vetores. De fato, temos que
vg = (0,—1,1,4) = (-1)(2,1,1,0) + (2)(1,0,1,2) = (—1)v; + 2vs.

Também, os vetores

{(2,1,1,0), (1,0,1,2)}

sao LI em R*.
De fato: Sejam z,y € R tais que
z(2,1,1,0) +y(1,0,1,2) = (0,0,0,0).

entao

2z +y,z,2+y,2y) = (0,0,0,0),

ou seja, se, e somente se,

r=y=0,

mostrando que {(2,1,1,0), (1,0,1,2)} é LI em R*. O

Portanto,

{(2,1,1,0), (1,0,1,2)}
¢ uma base para o subespago vetorial

U=1(211,0), (1,0,1,2), (0,—1,1,4)]

de R*. Dessa forma,

dim([(2,1,1,0), (1,0,1,2), (0,—1,1,4)]) = 2.
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Vamos agora completar a base encontrada para U para uma base de R*. Temos

2 1 10 U1 1 0 1 2 Vg
A= 1 0 1 2 V2 — 01 -1 —4 V1
0 -1 1 4 V3 00 0 O U3

10 1 2 Vg
01 -1 —4 U1

Logo, completando com vetores da base canonica de forma a obtermos uma matriz quadrada, obtemos

que

10 1 2 | w
01 —1 —4 | v
00 1 0 | e
(00 0 1 | e

onde e3 = (0,0,1,0) e e, = (0,0,0, 1) sdao vetores da base canonica de R*. Assim,
{(2,1,1,0), (1,0,1,2), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}
¢ uma base de R*.

De fato: Temos que

det(B) = det =140

o o o =
o O = O
—_
o

e como a matriz A é equivalente a matriz B temos que

211

det(A) = det( )#0

0 01
000

0
1 01 2
0
1
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e, portanto,

{(2,1,1,0), (1,0,1,2), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}

¢ LI em R* e dim(R*) portanto,
{(2,1,1,0), (1,0,1,2), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}
é uma base de R*. O

Completamos dessa forma o exemplo. O
Vamos agora apresentar um resultado que nos fornece uma férmula para calcular a dimensao da

soma e da intereseccao de dois subespagos vetoriais. Comecemos com o seguinte lema:

Lema 3.61. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo de escalares K, tal que dim(V) =n e U um

subespago vetorial de V. Entao dim(U) < n e se dim(U) = n, entao U = V.

Demonstragao: Sejam

{v1,v9,...,0,}
uma base de Ve m € N tal que

dim(U) = m.
entao U é gerado por um conjunto de m vetores que sao LI em V. Entao o Lema [3.53] implica que
devemos ter necessariamente

dim(U) =m < n =dim(V).
Agora se dim(U) = n, entao

{ug, ug, ..., u,}
¢ uma base contendo n vetores LI em V' que geral U. Mas dim(V') = n. Logo, o Corolario m implica
que

{uy,ug, ..., uy}
também é uma base de V. Assim,

U= [u17u27"'7un] :‘/7

provando o lema. [ |
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Teorema 3.62. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo de escalares K, com dim(V') =n e U,W

dois subespacos vetoriais de V. Entao U + W tem dimensado finita e
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Demonstragao: Primeiro observemos que como U, W sao subespacos vetoriais de V, entao eles sao
espagos vetorias com as mesmas operagoes definidas em V' e como U N'W ¢é subespago vetorial de V' e
UNW Cc U, W, entao U NW é subespaco vetorial tanto de U, quanto de W.

Como U, W sao subespagos vetoriais de V' e dim(V) = n entao U, W, U + W e U N W possuem
dimensao finita e todas menores ou iguais & dimensao, n = dim(V'), de V' pelo Lema . Suponhamos

que

e dim(UNW)=reque
{v1,v9,...,0,.}

seja uma base de U N W,
o dim(U) =1
o dim(IV) =m.

Como U N'W é um subespago vetorial de U e dim(U) = [, o Teorema do Completamento implica que

existem U1, Upio,...,u; € V tais que

{vr, v, U Upg1, Uy U}

¢ uma base de U. Ainda, como U N W é um subespago vetorial de W e dim(W) = m, o Teorema do

Completamento implica que existem w, 1, W19, ..., w,, € V tais que
{1, V9, o Vpy Wy 1, Wy 2y« oy Wi }
é uma base de W. Vamos mostrar que
B ={v1,09, .o Uy Up i1, Upg 2y« v oy Uy Wy 1, Wyg 2y« ooy Wi }

é uma base U + W.
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De fato:

e Como

UcU+W e WcCU+W,

pois Oy € U, W, entao
BCcU+W

e, portanto, como U + W é um subespaco vetorial de V| segue que

[B] = [01, V2, « s Upy Up 1, Ups2y « oy Uy Wt 1, Wyt -+« Wiy ] C U + WL
Por outro lado, para todo u+w € U+W, existem escalares a1, as, . .., G, Gri1, Qrio, ..., 01 €
K tais que

U= Q101 + QU2 + ... + QpUp + Qrp1Up41 + Qrp2Upyo + ..+ QU
e também existe escalares by, bo, ..., b, b11,b40,..., b, € K tais que
w = byvy + by + ... + bvp + b 1wy + bpoWrio + .o+ Dy,
Logo,

u+w = (a1v1 + agVy + ... + AV + Qi1 Up i1 F Qrg2Upio + ..+ @)
+ (bivy + bavg + ... 4 DU + by Wegy + brgoWige + .. A bwy)
= ((a1 +by)vy + ...+ (ap + b)) + (Grp1Uri1 + Griolpin + .o+ )
+ (bp1wWpg1 + bpaoWyio + ...+ bpwy,)
€ [U1, V2, « oy Uy Uy 1y U2y« o vy Uy Wy 1, Wyg 2y« vy W]

mostrando que
U+ W C 1,09, ooy Uy Ui 1y Upg2y -« oy Upy Wi 1, W2y -+ 5 Wey] = [B
e, portanto, mostrando que

U+ W= [Ul,'UQ, vy Upy Up g1y Upg 2y - ooy Uy Wregp 1, Wit 2,y - -+ 7wm] = [B]
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e Sejam escalares

TlyeeosToyYpitye oo sYly Zrals -y 2m € K
tais que
T F oo TV F YUt + YU F 2 Wit e 2 Wy, = Oy (3.2)

Para que B seja LI devemos mostrar que

Consideremos o seguinte vetor
U=V + ...+ 20 + Ypp1Ups1 + ... + YUy
Como

{U17~--7vraur+17--'aul}

¢ uma base de U, entao

ueU.
Mas (3.2 implica entdao que

Ov =zv1 + .o+ 20 + YU + o YW+ Zr 1 W1 + o 2 Wi

=U+ Zrp1Wry1 + ..o+ 2 W,

ou seja,
U= =2 Wpi] — - — ZWy € W.
Logo,
U=2xV + ...+ 20 + YU+ ... +yuy € UNW.
Entao, existem escalares aq, s, ..., a, € K tais que
U=2TV1 + ...+ X0 + Ypy1Uppr1 + ... YUy = 0101 + ... + QU
Dai,

(x1 —a)vr + ...+ (T — @)U + Y1 Upgr + - - - + Yy = Oy
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€ Ccomo
{Ula ey Upy Upg1y - e e ,Ul}

é uma base de U entao este conjunto é LI, entao obtemos que
(x1—ay)=...=(x, —a) =Yprp1=... =y = 0.
Voltando em (3.2]) obtemos entao que

Oy =mv1 + .o+ 50 + Yr1Ueg1 + - Y+ Zr 1 We1 + o 2 Wiy
=211 + ...+ X0 + 21 Weg1 + oo+ 2 Wy
€ Ccomo

{Ul7“'7UT7wT+17"'7wm}

¢ uma base de W entao este conjunto é LI, entao obtemos que

X1 = ... =Tp = Zp11 = ...= 2y =0.
Portanto, temos que
T1= . =T =Ypp1 = ... =Y =Zpp1 = ... =2y =0,
mostrando que
B ={v1,09, ..., Upy Upy 1, Upgy e ooy Upy Wyg 1, Wygoy« ooy Wi }

éLlem V.

Os dois itens acima mostram que de fato
B = {v1,02, ..., Up, Upg1, Upg2s - oy Uy Wy, Wyg 2, - o, Win }
¢ uma base de U + W. O

Agora, como

B = {vlana ey Upy Upg 1y Up g2y ooy ULy W1, Wit 2,y - - aw’m}
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¢ uma base de U + W, entao,

dim(U + W) =7+ (I —7r)+m(-r)
=l+m-—r
= dim(U) + dim(W) — dim(U N W),

provando o teorema.

Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 3.63. No espaco euclideano R* consideremos os sequintes subespacos vetoriais

U =1(1,0,1,0), (0,1,0,0)]

W ={(z,y,2,t) €RY x4y =0}.
Vamos calcular as dimensées dos subespacos U, W, UNW e U + W e verificar se R* =U @ W.

De fato: Para encontramos um base para U considere

1010
0100

A:

que ja esta na forma escalonada, entao
By ={(1,0,1,0), (0,1,0,0)}
¢ uma base de U e, portanto,
dim(U) = 2.
Para o subespaco vetorial W vamos inicialmente encontrar seus geradores. Temos que
u=(z,y,z,t) EW<=z+y=0
— u=(r,—x,2,1)

<~ u=(z,—x,0,0)+ (0,0,2,0) + (0,0,0,¢)

— u=xz(1,-1,0,0) 4 2(0,0,1,0) + £(0,0,0,1).

183
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Dessa forma, acabamos de mostrar que
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W C [(1,-1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)].

Mas como

(1,-1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) e W

e W é um subespaco vetorial de R*, entao

[(1,-1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)] C W,

mostrando entao que

W =1[(1,-1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)]

e (1,-1,0,0), (0,0,1,0) e (0,0,0,1) sao os geradores de W. Vamos entao calcular uma base de W.

Temos que

B =

que também estd na forma escalonada. Logo,

1 =1 0 0
0 0 10
0 0 01

I

Bw ={(1,-1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}

é uma base de W e, portanto,

dim(W) = 3.

Pelo que vimos no utimo teorema temos que

U+ W =](1,0,1,0), (0,1,0,0), (1,-1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)] = [By U Bw]|.

Vamos calcular entao uma base para U 4+ W. Temos

[ e =

0

o O

_ o O =

e}

- o O O O
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Escalonando esta matriz obtemos que

(10 10 u (101 0] w
0 1 00| u 0100/ u
C=|1-100| w —|0010]| w
00 1 0] w 000 1] w
(0 0 0 1] w (0000 w
(1000 w

0100/ u

— 100 10| w =D
000 1] w
(0000 w

Como D é uma matriz escalonada, entao
B = {uy,us,wq, w3} = {(1,0,1,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}

¢ uma base de U + W e, portanto,
dim(U + W) = 4.

Como dim(U + W) =4 e U + W é um subespaco vetorial de R* que tem dimensao igual a 4, entao

o Lema implica que
R*=U+W.

Agora, utilizando o Teorema temos que
dim(UNW) =dim(U) + dim(W) —dim(U+ W) =2+3 -4 = 1.

Como dim(U N W) = 1, entao
UnW #{(0,0,0,0)},

mostrando que

R*£LUDW.
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Pelo que vimos até aqui ja fizemos tudo que precisavamos fazer. Vamos calcular uma base para

U NW apenas como um exercicio adicional. Temos que

v=(z,y,2,t) eUNW <= v = (z,y,2,t) € [(1,0,1,0), (0,1,0,0)] e v=(z,—x,z1)

( )
— v=(z,y,2,t) =a(1,0,1,0) +6(0,1,0,0) e v = (z,—x,z,t)
— v=(z,9,2,t) = (a,0,a,0) + (0,0,0,0) e v=(z,—x,2,1)
— v=(zr,9,2,t) = (a,b,a,0) e v=(zr,—x,2,1)
— v=(r,—x,21t) = (a,b,a,0)
— rx=2z ¢ t=0
— v=(z,—x,x,0), xr€R.
<~ v=1z(1,-1,1,0), z € R.
Logo,
Unw cl(1,-1,1,0)]
e como

(1,-1,1,0) cUNW,
que é um subespaco vetorial de R*, entao
[(1,-1,1,0)] cUNW,

mostrando que

[(1,-1,1,0)] = U NW.

Assim, (1,—1,1,0) é um gerador de U N W, que j& sabemos que tem dimensao igual a 1. Portanto,

{(1,-1,1,0)}

é uma base de U N'W. O

3.5 Mudanca de Base

Nesta se¢ao vamos usar o conceito de base estudado na secao anterior para introduzir o conceito

de coordenadas, semelhante ao conceito de coordendas estudadas na disciplina de Geometria Analitica
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para R? e R3, para qualquer espaco vetorial finitamente gerado. Consideremos entdao V um espaco

vetorial finitamente gerado sobre um corpo de escalares K e
B = {Ul,Ug,Ug, Ce ,'Un}
uma base de V. Entao para todo v € V| existem escalares 1, xo, 23, ..., 2, € K tais que
V= XT1V1 + ToUy + T3V3 + ...+ TpU,.
Temos o
Teorema 3.64. Sejam V um espaco vetorial finitamente gerado sobre um corpo de escalares K e
B = {Ul,’Ug,Ug, e ,Un}

uma base de V. Entao, todo vetor v € V se escreve, de forma tunica, como combinac¢ao linear dos

elementos de B.

Demonstracao: Como B é uma base de V, existem escalares x1, x9, 23, ..., 2, € K tais que
UV = X1V1 + ToVUg + XT3V3 + ...+ TpU,.

Suponhamos que existam outros escalares yi, y2, s, . . ., Yn € K tais que
U= Y101 + Y2U2 + Y33 + ...+ YnUn.

Logo,
L1V + ToV2 + X3V3 + ... + TpUp = UV = Y1U1 + YU + Y3U3 + ... + YnUp.
Dali,
(1 —y)vr + (22 — Y2)va + (23 — y3)vz + ... + (T — Yn)vn = Oy
Mas, como
B ={vy,v9,03,...,0,}

é LI em V, entao obtemos que

(w1 =) =(r2—1p) = (T3 —¥y3) =... = (Tn —yn) =0,
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mostrando que
1 =Y, T2 =Y2, L3 =Y3, ---5 Tn = Yn,
provando o teorema. [ |
Com o teorema acima podemos entao falar nas coordenadas de um vetor em qualquer espaco vetorial
finitamente gerado. Seja
B = {Ul,’l)g,vg, R ,Un}

uma base de V. Entao para todo v € V| existem (linicos) escalares x1, z9, x3, ..., 2, € K tais que
UV = X1V1 + ToUg + T3V3 + ...+ TpU,.

Definimos as coordenadas de v € V' em relacao a base B como sendo:

1
T2
wlp=| ou [v]gp = (x1,29,...,2,).

T

Exemplo 3.65. Seja V =R3 o espaco euclideano tridimensional e considere
B ={(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)}
uma base para R3. Vamos calcular as coordenadas de
v=(1,2,3) e Ogs =(0,0,0)
em relagcao a base B.

De fato: Para encontrarmos as coordenadas de v = (1, 2, 3) em relagao a base B devemos encontrar
x,y, 2z € R tais que
(1,2,3) = x(1,1,0) + y(1,0,1) + 2(0,1,1).
Mas isso acontece se, e somente se,
(1,2,3) = (z,2,0) + (y,0,9) + (0,y,y) < (1,2,3) = (x+y,z+ 2,y + 2)
r+y=1
= T+z=2

y+z=23.
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Resolvendo o sistema acima obtemos que

Assim, as coordenadas de (1,2,3) em relagao a base B sao:

0
g =1[(1,2,3)]p=| 1 ou [v]p=1(1,2,3)]p =(0,1,2).
2
Para encontrarmos as coordenadas de Ogs = (0,0,0) em relagdo a base B devemos encontrar

x,y, 2z € R tais que
(0,0,0) = x(1,1,0) + y(1,0,1) + 2(0,1,1).
Mas isso acontece se, e somente se,
(0,0,0) = (2, 2,0) + (y,0,9) + (0,y,y) < (0,0,0) = (z +y,z + 2,y + 2)
r+y=0
— r+z2=0
y+2z=0.

Resolvendo o sistema acima obtemos que

Assim, as coordenadas de (0,0,0) em relagao a base B sao:

0
[Ors]p = [(0,0,0)]p = | 0 | ou [Ogs]p =[(0,0,0)]p = (0,0,0),
0
completando o exemplo. O
De forma geral temos que
_ . -
Ov]s = O ou [Oy]p =(0,0,...,0),

L O .

para qualquer base B de um espaco vetorial V, com dim (V) = n.
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Exemplo 3.66. Seja V = M,y (R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2 x 2. Se

10 0 1 00 0 0
B = { Y Y ) }7
0 0 0 0 10 0 1
vamos calcular as coordenadas das sequintes matrizes
1 2 -1 1

A: 60:

em relacdao a base B.

2
De fato: Para encontrarmos as coordenadas de A = em relagao a base B devemos
3 4
encontrar =, vy, z,t € R tais que
1 2 10 01 0 0 0 0
A= =z +y + 2 +t
3 4 0 0 0 0 10 0 1
Mas isso acontece se, e somente se,
1 2 Ty
3 4 z t ’
ou seja, se, e somente se,
r=1 y=2,2=3 e t=4
Assim, as coordenadas de em relacao a base B sao:
3
1
1 2 2 1
[Alp = | Ip = ou [Alp =] I =(1,2,3,4).
3 4 3 3 4
4
-1 1
Para encontrarmos as coordenadas de C' = em relacao a base B devemos encontrar
V2 7
x,y, 2z, t € R tais que
-1 1 10 01 0 0 0 0
¢= = +y +2 +t
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Mas isso acontece se, e somente se,
-1 1 Ty
\/5 7 z 7
ou seja, se, e somente se,
r=—1, yzl,z:\/ﬁetzw.
-1 1
Assim, as coordenadas de em relacao a base B sao:
\/§ ™
—1
Clo=1| ~ fo=| | o @la=1] - |ls=(-11van
B — B — ou B — B=\—4L 1, yT0)s
\/§ T \/§ \/§ T
7
completando o exemplo. Il

Uma observacgao importante que fazemos aqui é que encontrar as coordenadas de vetores em relagao

a uma determinada base, pode ser muito complicado e, em varias aplicacoes, precisamos escolher outras

bases para visualizar os elementos que estamos trabalhando. Vamos agora introduzir rapidamente o

conceito de matriz de mudanca de uma base para outra.

Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K tal que

Sejam

B = {Ul,’Ug,..

duas bases de V. Entao para todo v € V,

dim(V) = n.

Sopt e C={ug,ug, ..., u,}

V= X1V + ToUg + ...+ TpU,

V= Yi1Uy + YUz + ...+ Ypln.
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Assim temos as coordenadas de v em relacgao as bases B e C' de V' que sao dadas entao por

I
4o
[v]p = . ou [v|lg = (x1,22,...,2,)
Tp
e
Y1
Y2
[U]C: . ou [U]C = (y1;y2,~--,yn)-
Vamos agora relacionar essas ”duas”coordenadas. Como para cada ¢ = 1,2,...,n, u; € Ve B =
{v1,v9,...,v,} é uma base de V, entao
Uy = a1 + 921V + ...+ Ay U,
Uy = Q1201 + A22V2 + ... + Apa¥y
Uy, = QU1 + A2pV2 + ..o+ AppUp.
Logo,
U:y1U1+QQU2+---+ynun
= yl(anvl + a9 v+ ...+ anlvn) + ...+ yn(alnvl + agpUo + ...+ (lmﬂ}n>
= (y1a11 + ... F Yna1n)v1 + ... + (Y1Gn1 + - oo F YnQn ) Vs
Assim, as coordenadas de v na base B = {vy,vs,...,v,} sdo

Y1411 + Y212 + . .. + YpGinp
Y1021 + Ya2lo2 + . .. + Ypaay,

L Y1an1 + Y2Qan2 +...+ Ynlnn
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Mas por outro lado, ja sabiamos que as coordenadas de v na base B sao dadas por

[v]p =

T

T2

In

e como as coordenadas sao unicas pelo Teorema |3.64] obtemos que

1 = Y1011 + Y2012 + ... + Ynliy
To = Y1621 + Yooz + ... + YpGay
Tp = Y10p1 + Y2Qp2 +...+ YnQpn -
Escrevendo na forma matricial temos que
T air a2 Q1n Y1
T2 Q21  A22 Q2n, Yo
Tp an1  Ap2 Ann Yn
Denotando -~ ~
a11 a2 A1n
a a a
[ I]C _ 21 Q22 2n
G =
Ap1  Ap2 Apn
temos que
R Eare;
vls = [{]5vle

Definigao 3.67. A matriz [1|§ é chamada de matriz de mudanga da base C para a base B.

193

Da mesma forma podemos calcular a matriz de mudanca da base B para a base C', escrevendo os

vetores da base B como combinacao linear dos vetores da base C' e dessa formas as coordenadas nessas

duas bases sao relacionadas da seguinte forma:

[vle = [1g[v]s-

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 3.68. No espaco euclideano R? consideremos as sequintes bases:

B ={(1,0), (0,1)}

C={(1,0), (1,1)}.

(a) vamos calcular a matriz de mudanga da base C' para a base B;
(b) vamos calcular a matriz de mudanga da base B para a base C,

(¢) vamos calcular as coordenadas do vetor u = (5,2) nas bases B e C.

De fato: Para resolvermos o item (a) devemos escrever os vetores da base C' como combinagao

linear dos vetores da base B. Temos que
(1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)
(1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1).

Logo,

0 1
Para o item (b) devemos escrever os vetores da base B como combinagao linear dos vetores da base

C. Temos que

(1,0) = 2(1,0) + y(1,1)

= (z+y,9),
0 que acontece se, e somente se,
y=0¢e xz=1.
Logo,
(1,0) = 1(1,0) + 0(1, 1).
Também,

(0,1) = z(1,0) + y(1,1)

= (z+y,y),
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0 que acontece se, e somente se,

r+y=0
y=1

de onde obtemos que ncessariamente devemos ter
r=-—1e y=1.

Logo,
(0,1) = —1(1,0) + 1(1,1).

Assim,

respondendo o item (b).
Para resolvermos o item (c) vamos primeiro calcular as coordenadas de u = (5, 2) em realgao a base

B, pois nessa base o cédlculo das coordenadas é muito mais simples. Temos
(5,2) =5(1,0) +2(0,1)

e, portanto,

Para calcular as coordenadas de v = (5,2) vamos usar a matriz de mudanca da base B para a base C.

Veja: i
B 1 -1 5 3
[(5,2)le = [ule = []oluls = =
0 1 2 2
Logo, i
3
[ule = (5, 2)]c = ,
2
completando o exemplo. O
Observemos que no exemplo anterior temos que
11 1 -1 10
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1 -1 11 10
0 1 0 1 01

isto é, as matrizes de mudanca de bases sao inversiveis e uma ¢ a inversa da outra, o que era esperado,
pois quando mudamos de B para C' e depois de C' para B voltamos ao que tinhamos antes, ou seja,

voltamos as coordenadas anteriores. Temos entao o seguinte resultado, que omitiremos a prova.
Teorema 3.69. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K tal que
dim(V) = n.
Sejam
B =A{vy,v9,...,v,} e C={uj,ug,...,u,}

duas bases de V. Entao [I|5 e [1|S sdo inversiveis e

3.6 Exercicios Propostos

1. Seja V = R? = {(x1,13); 71,72 € R}. Definamos a soma de dois elementos de V' como sendo
(x1,22)+(y1,y2) = (x14y1, T24Yy2) e 0 produto por escalar em V' como sendo a(xy, x2) = (axy, 22).

Verifique se com essas operagoes, V' é um espago vetorial real.

2. Seja V = R? = {(z1,72); 1,79 € R}. Definamos a soma de dois elementos de V' como sendo
(x1,22) + (y1,92) = (x1 + y2,22 + y1) e o produto por escalar em V' como sendo a(xi,xs) =

(ury, ary). Verifique se com essas operagoes, V' é um espago vetorial real.

3. Seja V = R? = {(x1,22); 1,72 € R}. Definamos a soma de dois elementos de V' como sendo
(x1,x2) + (Y1, Y2) = (T1y1, T2y2) € o produto por escalar em V' como sendo a(zy, x2) = (azy, aws).

Verifique se com essas operacoes, V' é um espaco vetorial real.

4. Seja V = R? = {(x1,22); 71,22 € R}. Definamos a soma de dois elementos de V' como sendo
(x1,22) + (y1,y2) = (3x1 + 3y1, 522 + 5ys) € 0 produto por escalar em V' como sendo a(xy,z3) =

(aury, ). Verifique se com essas operagoes, V' é um espaco vetorial real.
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10.

11.

12.

13.

14.

Se u,w € V, mostre que existe um tnico v € V' tal que u + v = w.

. Mostre, por indugao sobre n € N, que nv = v+ v + - -+ + v(n — parcelas).

Sejam u,v € V. Dizemos que u é multiplo de v se existir @ € R tal que u = av. Prove que se u e

v sao dois elementos nao nulos de V, entao u é multiplo de v se, e somente se, v é miiltiplo de wu.

. Use as relagoes 2(u 4+ v) = 2u + 2v e 2w = w + w, onde u,v,w € V, para mostrar a propriedade

comutativa, u +v = v 4+ u, u,v € V, exigida na definicao de espago vetorial real.

. Ache o valor de t € R que torne a matriz abaixo o elemento neutro do espago vetorial V' = My (R),

, 5 ' ' =1 12—t
munido das operacoes usuais de matrizes:
t3—1 > —3t+2

Dados u = (1,2,3) e v = (3,2,0) e w = (2,0,0) elementos do espaco euclideano R?. Encontre

escalares reais a, b e ¢ tais que au + bv + cw = (1,1, 1).

Dados os elementos v, = (1,2,1), v, = (2,1,2), v3 = (3,3,2) evy = (1,5, —1) do espago euclideano

1

4
3’02 V1.

R3, determine os seguintes elementos: u = v;—3vVs+203—y, V = V1 +Vy—V3—Vy € W = V3— 3

Sejam = = (1, xa,...,%,) €y = (Y1,Y2, - - -, Yn) elementos do espaco euclideano R™. Prove que um

deles ¢ multiplo do outro se, e somente se, x;y; = x;¥;, para quaisquer ¢,j = 1,2,... n.
Mostre que os seguintes subconjuntos do espaco euclideano V = R* sao subespacos vetorias.

(a) W={(x,y,2,t) ERY; x+y=0 e z—1t=0}

(b) U={(z,y,2,t) eRY:; 20 +y—t=0 e 2=0}.

Verificar se os seguintes subconjuntos abaixo sao subespacos do espago vetorial V' = My(R),

munido das operacoes usuais de soma de matrizes e produto por escalar.

(a) U=1{ “Z € My(R): b= c}.

wywi—i[ * ) emmy b—ciy
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15.

16.

17.

18.

19.
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() Wo={| “ Z € My(R); b= —a}.

) 2a a+2b ) )
Verificar se W = { ; a,b € R} é um subespaco vetorial do espago vetorial V' =
0 a—2>
) 0 -2 0 2 ~
M;(R). Verificar também se A = e B= sao elementos de W.
0 1 31

Seja A uma matriz m x n em M, ,(R). Considere o sistema linear homogéneo na forma matricial

AX = B, (3.3)
T 0

onde X = 33.2 ¢ a matriz das varidveis e B = | | é a matriz nula. Mostre que U = {S €
Tn 0

M,1(R); S é solucao de (3.3)} é um subespago vetorial de M,,»1(R).

Sejam Wy = {(x,y,2,t) ERY 2+y=0 e 2—t =0} e W = {(z,y,2,1) e R}, z—y—2—1t =0}
subconjuntos do espaco euclideano R*.

(a) Mostre que W, e W, sdao subespagos de R%;

(b) Determine W; N Wy;

(¢) Determine Wi + Wo;

(d) Wy + Wj é uma soma direta? Justifique a sua resposta.

(e) Wi+ Wy = R1? Justifique a sua resposta.

Seja V' o espaco vetorial dos vetores no espaco, munido das operacoes usuais. Sendo @ um vetor

fixo desse espago, mostre que W = {aw; o € R} é um subespaco vetorial de V.

Mostre que o subconjunto W = {(x,y) € R?*; y = 0} é um subespaco vetorial do espaco euclideano

R2,
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Mostre que sao subespagos vetoriais de M, (R), com as operagoes usuais de soma e produto por

escalar, os seguintes subconjuntos:

(a) U={A e M,(R); A=A}, onde A’ denota a transposta da matriz A.

(b) W ={A € M,(R); AT =TA, onde T € M,(R)}.

Dados os subespagos vetorias U = {(z,9,2) € R* z+y =0} e W = {(z,y,2) € R* z =0} do

espaco euclideano R®. Determine U N W.

Quais dos seguintes conjuntos sao subespacos vetorias do espaco euclideano R3.

(a ={(z,y,2) € R z =0}
(b ={(x,y,2) € R3 z € Z}.
(c = {(x,y,2) € R3 y & irracional }.

e R x—32=0}.
r =1}

eR?® 22+ y+ 2z =0}

c R?;

Il
—

z

,_h
=
=

z

—~ —
o
Il
—

T ¥ f = = S %
I
Agmgﬁ/-\ﬁ

)
)
)
,2)
)
)
)

z,y,2) €ERY o <y < 2}

|
——

~—
o3

—~
o,
N N N N N~ N~

Considere os seguintes subespacos vetoriais do espago euclideano R? : U = {(z,y, z) € R3; z = 2},
V={(z,y,2) € R o=y = 0}eW ={(z,y,2) € R z24y+z= 0}. Verifique que U +V = R3,

U+W =R3eque V+W =R3 Em algums dos casos a soma é direta? Justifique a sua resposta.

Seja V um espaco vetorial real ¢ S # () um subconjunto de V. Mostre que a intersec¢ao de todos os
subespacos vetorias de V' que contém S é um subespaco vetorial de V. Ainda mais, esse subespago

é o menor subespaco vetorial de V' que contém S.

Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K e Uy, Uy dois subespagos vetoriais de

V. E sempre verdade que U; U U, é um subespago vetorial de V, justifique a sua resposta.

Considere o conjunto S = {(1,1,-2,4), (1,1,
—-1,2) e

—1,2),(1,4,—4,8)} do espago euclideano R*. Veri-

fique se os elementos (2,1 (0,0,1,1) se escrevem como combinagao linear dos elementos

37 )
de S.
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28.
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30.

31.

32.

33.
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Encontre os geradores dos seguintes subespacos vetoriais do espaco euclideano R* :
(a) U={(z,y,2,t) eRY; v —y—2z—t =0}
(b) W ={(z,y,2,t) eRY;, z+y=2—1t=0}.

Consideremos no espago euclideano R3 os subespagos vetoriais U = [(1,0,0),(1,1,1)] e W =

[(0,1,0),(0,0,1)]. Determine os geradores de U N W.

Dados os subespagos vetoriais U = {(z,y,2) € R* 2 +y =0} e V = {(z,y,2) € R®, z =0} do

espaco euclideano R?, determinar os geradores de U, V e UN V.

Dar um sistema de geradores para cada um dos seguintes subespacos vetoriais do espago euclideano
R3.

(a) U={(z,y,2) € R% = —2y =0}

(b) V={(z,y,2) €R3% z2+2=0 e z—2y =0}

(c) W={(z,y,2) € R3 x+2y— 3z =0}

(d) UnV.

Mostrar que os conjuntos {(1, —1,2),(3,0,1)} e {(—1,—-2,3), (3,3, —4)} geram o mesmo subespago

vetorial do espaco euclideano R*.

Seja W o conjunto de todos os vetores (1, T2, T3, T4, T5) N0 espaco euclideano R® que satisfazem

(
2$1+$2+§x3—$420

2
$1+§$3—ZE5:0

9I1 — 31‘2 + 6£L‘3 — 31‘4 — 3$5 = 0.
\

Determinar um conjunto finito de vetores que gere W.

Considere W o subespago de R* gerado pelos vetores v; = (1,—1,0,0), v, = (0,0,1,1), v3 =
(—2,2,1,1) e vy = (1,0,0,0).
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a) O vetor (2,-3,2,2) € W 7 Justifique.
b) W =R*? Por qué ?

34. Seja V = M,(R) o espago vetorial do quadradas de ordem 2 x 2. Seja W; o conjunto das matrizes

—x a b
da forma e seja Wy o conjunto das matrizes da forma

Yy =z —a ¢
a) Demonstrar que W7 e Wy sao subespacgos de V.

b) Determinar os geradores de Wy, Wy, Wi + Wy e Wi N W,

35. Sejam Wy = {(z,y,2,t) ERY; 2+y=0 e 2—t =0} e Wo = {(x,9,2,t) ERY; z—y—2—1 =0}
subespacos do espaco vetorial R?.
a) Demonstrar que W; e Wy sdo subespacgos de V.

b) Determinar os geradores de Wy, Wy, Wi + Wy e Wi N W,
36. Encontre os geradores dos seguintes subespacos vetoriais do espaco vetorial R* :

(a) U={(z,y,2,t) eRY; x —y—2z—t =0}

(b) W ={(z,y,2,t) eRY;, z+y=2—1t=0}.

37. Consideremos no espago vetorial R? os subespagos vetoriais U = [(1,0,0), (1,1,1)] e W = [(0, 1,0), (0,0, 1)
Determine os geradores de U N W.

38. Dados os subespagos vetoriais U = {(z,y,2) € R} v +y =0} eV = {(z,y,2) € R® 2 =0} do

espaco vetorial R?, determinar os geradores de U, V e U N V.

39. Seja V = Py(R) o espago vetorial dos polindémios de grati no maximo 2 e considere o subespago
vetorial U = {(ag + a1 + az) + (—a1)x + (az)z?; ap,a1,a; € R} de Py(R). Encontre os geradores
de U.

40. Seja V' = M;(R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2. Considere os subespagos

a b —2a+0b a
U={ ; € My(R); b=—c e a=dfeW ={ ) € My(R); a,b € R} de
c —a

M, (R). Encontre os geradores de U e W.

41. Quais dos subconjuntos abaixo sao linearmente independentes no espaco euclideano R3 :
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48.

49.

50.
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(a) {(1,1,1),(1,0,1),(1,0,—2)}.
(b) {(0,0,0),(1,2,3), (4,1, -2)}.
(¢) {(1,1,1),(1,2,1),(3,2,—1)}.

Determinar os valores de m e n para que os conjuntos de elementos do espaco euclideano R? dados

abaixo sejam linearmente independentes.
(a) {(1,3,5),(2,m+ 1,10)}.
(b) {(67 27 TL), (37 m+mn,m — 1)}

Seja {u, v, w} um conjunto LI em um espago vetorial V. Verifique se o conjunto {u + v — 3w, u +

3v —w, v+ w} é também LI

Suponha que {vy,va,...,v,} é um conjunto LI em um espago vetorial V. Mostre que o conjunto
{a1v1, aguy, ... a,v, } também é LI, desde que os escalares o, a, . .., v, sejam todos nao nulos.
Suponha que {uy, us, ..., U, v1,vg,...,0s} é um conjunto LI em um espaco vetorial V. Mostre que
[ug, ug, ..., uy| N vy, v9,...,0,] = {0y}, onde Oy denota o elemento neutro de V.

Suponha que {uy,usg, ..., u,} é um conjunto LI em um espago vetorial V. Mostre que o conjunto
{uy, ug, ..., uj_1, uj + oy, Ujt1, Ujro, . .., uy } € LI para todo escalar a € R.

Suponha que {uy,us,...,u,} é um conjunto LI em um espago vetorial V. Mostre que se u =

QU1 + Qolls - - - + Uy, entao essa combinagao linear é Unica.

Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K, tal que V seja gerado por um ntimero finito de
vetores {vy, vg, -+, Uy }. Mostre que qualquer conjunto de vetores LI sobre K possui n méximo m

elementos.

Sejam V' um espago vetorial sobre K e S sum subconjuunto LI sobre K de V. Se v &€ [S]. Mostre

que S U {v} é LI sobre K.

Determinar trés vetores em R? que sejam linearmente dependentes e tais que dois quaisquer deles

sejam linearmente independentes.
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53.
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25.

26.

7.

o8.

Mostre que o conjunto {(0,2,2),(0,4,1)} é uma base para o subespago vetorial U = {(z,y, z) €

R3; 2 = 0} do espago euclideano R3.

No espaco euclideano R?, consideremos os subespacos vetoriais U = {(x,y,z) € R% x = 0} e
V =1(1,2,0),(3,1,2)]. Determinar uma base e a dimensao dos subespacos vetoriais U, V, U + V
eUNV.

Considere o subespaco vetorial do espacgo euclideano R* gerado pelos elementos v; = (1, 1,0, 0),

vy = (0,0,1,1), v3 = (=2, -2,1,1) e vy = (1,0,0,0).

(a) Verifique se o elemento (2, —3,2,2) pertence ao subespago vetorial [v, va, Vg, vy).
(b) Exiba uma base para [v1, v, v3,v4] € calcule sua dimensao.

(c) Verifique se R* = [vy, 2, v3, v4].

Seja V' = Py(R) o espago vetorial dos polindémios de grat no maximo 2 e considere o subespago
vetorial U = {(ap + a1 + az) + (—a1)x + (a2)x?; ao, a1, as € R} de Po(R). Encontre uma base para
U.

Seja V' = Ms(R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2. Considere os subespagos
a b —2a+b a

U= € My(R); b=—c e a=dfeW ={ € My(R); a,b € R} de
c d —a b

M (R). Encontre uma base para U e W.

Sejam U e V subespacos vetoriais do espaco euclideano R? gerados respectivamente pelos conjuntos

{(1,0,0)} e {(1,1,0),(0,1,1)}. Mostre que R3 =U & V.

Determinar uma base do espago euclideano R* que contenha os elementos (1,1,1,1), (0,1, —1,0)

e (0,2,0,2).

Determine uma base e a dimensao do subespagco vetorial, do espago vetorial M, ;(R), dado pelas
r—y—2z—1t=0
solugoes do sistema linear 2 4+y+t=0

z—1t=0.
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. Sendo U e W dois subespacos vetoriais, com dimensao 3, do espaco euclideano R*, determine as
possiveis dimnesoes que podem ter U + W se (1,2,1,0), (—=1,1,0,1) e (1,5,2,1) é um sistema de
geradores de U N W.

No espaco euclideano R?, consideremos os subespacos U = {(z,y,2z) € R? z = 0}, V =
{(x,y,2) € R® y—22 =0} e W = [(1,1,0),(0,0,2)]. Determine uma base e a dimensao dos
seguintes subespacos vetorias: U, V.W . UNV,V+W e U+ V + W.

Determine um base dos espaco euclideano R* que contenha os vetores (1,1,1,0) e (1,1,2,1).

Para quais valores de a € R, o conjunto {(a,1,0),(1,a,1),(0,1,a)} é uma base do espago euclide-

ano R3.

Dado o subespago vetorial V; = {(x,y,2) € R® x+2y+2z = 0} do espaco euclideano R?, encontre

V5 também subespaco vetorial de R? tal que R? =V, @ V5.

Encontre as coordenadas de (1,0,0) em relagao a base {(1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1)} do espago

euclidenao R3.

Determinar as coordenadas do elemento (4, —5,3) em relacao as bases Bj : base canonica de R3,

By ={(1,1,1),(1,2,0),(3,1,0)} e B3 = {(1,2,1),(0,3,2),(1,1,4)}.

Encontre a matriz de mudanca da base {(1, 1,0), (0,1, 0), (0,0, 3)} para a base candnica do espago

euclideano R3.

A matriz de mudanga de uma base B do espago euclideano R? para a base {(1,1),(0,2)} desse
10

mesmo espaco ¢é . Determine a base B.
2 3

Considere as bases B = {ej, es,e3} ¢ C = {g1, g2, g3} do espaco euclideano R? relacionadas por

g1 =€ —€2—¢€3
go = 2e9 + 3es
g3 = 3e; + e3.

(a) Determinar as matrizes de mudanga da base B para a base C' e da base C para a base B.
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(b) Se u € R? apresenta as coordenadas u = (1,2, 3) em relacdo a base B, encontre as coordena-

das de u relativamente & base C.



Capitulo 4

Transformacoes Lineares

Neste capitulo estudaremos fungoes cujo dominio e o contradominio sao espagos vetoriais estudados
anteriormente, estas fungoes preservam a estrutura dos espagos vetoriais. Recordemos que nos capitulos
anteriores vimos que espagos vetoriais sdo conjuntos de elementos (nimeros, matrizes, fungoes, etc.)
munidos de duas operagoes. De certa forma, transformacoes lineares sao funcoes entre dois espacgos

vetoriais que preservam estas operacoes.

4.1 Definicao e Propriedades Elementares

Nesta secao vamos definir transformacoes lineares e ilustrar esta definicao com alguns exemplos.

Posteriormente vamos mostrar algumas propriedades elementares das transformacoes lineares.

Defini¢ao 4.1. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K (K =R ou
K = C). Uma transformacgao linear (aplicacdo linear) é uma funcio T : U — V que satisfaz as duas

condicoes abaizo.
1. Para quaisquer u,v € U, temos que T'(u+v) = T(u) + T'(v).
2. Parau e U ek € K temos que T(ku) = kT (u).

Observemos que apesar de utilizarmos o mesmo simbolo, 4+, na condi¢ao 1 acima, temos que u + v

denota soma no espago vetorial U, enquanto que T'(u) + T'(v) denota a soma no espago vetorial V. O

206
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mesmo acontece com os produtos escalares na condicao 2. Ainda, quando U = V, uma transformagcao
linear T': U — U ¢é também chamada de operador linear.

Vamos agora apresentar alguns exemplos de transformacoes lineares. Para isso utilizaremos alguns
dos principais espacos e subespacos vetoriais estudados nos capitulos anteriores. Alguns desses exemplos
verificaremos que as funcoes apresentadas sao de fato transformacoes lineares, sugerimos aos leitores
que verifiquem com detalhes as demais, para fixar os espacos vetoriais utilizados e para se familiarizar

com o conceito de transformacao linear.

Exemplo 4.2. Sejam U eV espagos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e definamos a fun¢ao
nula @ : U — V por
@(U) = Ov,

para todo uw € U, onde Oy denota o elemento neutro do espago vetorial V. Vamos mostrar que a esta

fungao éuma transformacao linear.

De fato: Para mostramos que a fungao nula é de fato uma transformacao linear, sejam u,v € U e
k € K. Entao,
O(u+v) =0y =0y + 0, = O(u) + O(v)

mostrando que as condicoes 1 e 2 da definicao [4.1] estao satisfeitas e, portanto, mostrando que a func¢ao

nula é uma transformagao linear, denominada transformacao linear nula. U

Exemplo 4.3. Sejam U = V = R e defina, para a« € R, a fungio F' : R — R por F(u) = au.

Mostremos que esta funcao € uma transformacao linear.

De fato: Para mostrarmos que a funcao definida no exemplo é de fato uma transformacao linear sejam

u,v eV =RekecK=R, entao

Flu4+v)=alu+v)=au+ av=F(u)+ F(v)
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F(ku) = a(ku) = (ak)u = (ka)u = k(au) = kF (u),

mostrando que as condigoes 1 e 2 da definicao estao satisfeitas e, portanto, mostrando que a
funcao acima é uma transformacao linear. Esta fungao é usualmente chamada de homotetia, e nos
cursos de Geometria Analitica vemos que ela muda apenas o tamanho ou o sentido dos vetores, nao

alterando a sua direcao, conforme a proxima figura. U

Tyw)=21

T’j . l W)= ];u

— >

Figura 4.1: Homotetias

Exemplo 4.4. Sejam U =R? e V = R? e defina uma a funcio F : R? — R? por
F(z,y,z) = (z,2x — 2).
Vamos mostrar que esta funcao é uma transformacao linear.

De fato: Para u; = (21,91, 21) € R, uy = (9,49, 22) € R® e k € R temos que

F(uy +ug) = F((x1,y1, 21) + (22, Y2, 22))
= F(x1 + 22, y1 + Yo, 21 + 22)
(4.1)
= (21 + 2, 2(x1 + 22) — (21 + 22))

= (Il + I, 21‘1 + 21‘2 — 21 — ZQ).
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Por outro lado, temos que
F(uy) + F(uz) = F(x1, 1, 21) + F(22, 92, 22))
= (21,271 — z1) + (w2, 229 — 23)
= (21 + 29,211 — 21 + 229 — 29)
= (21 + 22,221 + 229 — 21 — 29).

De (4.1)) e (4.2)) concluimos que
F(Ul + Ug) = F(Ul) + F(Ug),

provando a condi¢ao 1 da definigao 4.1} Ainda mais,
F(kui) = F(k(z1, 51, 21))
= F(kxy, kyr, kz1)
= (kxo, 2(kxq) — (kz1))
= (kx1, k(221 — 1))
= k(z1,2x1 — 21)
= kF(uy),
provando a condicao 2 da definicao [4.1] e mostrando que a funcao F' definida no exemplo é uma trans-

formacao linear. U

Exemplo 4.5. Denotemos por U = C*(a,b) o espago de todas as funcgoes f : (a,b) C R — R que
possuem derivadas de qualquer ordem continuas no intervalo aberto (a,b). Definamos a fun¢ao derivada

D :U — U por

onde u' denota a derivada da fun¢ao u € C*(a,b). Observemos inicialmente que como podemos derivar
u infinitas vezes, entao também podemos derivar v’ infinitas vezes e, portanto, u' também é um elemento

de C*(a,b). Mostremos agora que D € um operador linear.

De fato: Para mostramos que D é um operador linear, sejam u,v € C*(a,b) duas fun¢oes em C*(a, b)

e k € R um escalar qualquer. Entao,

D(u+v)=(u+v) =4 +v = D(u) + D(v)
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D(ku) = (ku)' = ku' = kD(u),

mostrando que as condigoes 1 e 2 da definicao |4.1] estao satisfeitas e, portanto, mostrando que a

funcao acima é um operador linear. O

Vamos apresentar agora um exemplo de uma funcao que nao é uma transformacao linear.

Exemplo 4.6. Sejam U =V =R e defina F : R — R por F(u) = u?, para todo u € R. Vamos mostrar

que esta fun¢ao nao € uma transformacao linear.
De fato: Para u,v € R temos que

F(u+v) = (u+v)* = v+ 2uv + v*

F(u) + F(v) = u* + v

Logo para mostrarmos que F' nao é uma transformagao linear precisamos apresentar elementos no espago
vetorial U = R que tornem as duas expressoes acima diferentes. Para isso tomemos u = 2 e v = 3.

Logo,

F2+3)=F(5)=5"=25#13=2>+3%= F(2) + F(3),

mostrando que F' nao é uma transformagcao linear. O

Vamos agora apresentar mais exemplos de transformacoes lineares

Exemplo 4.7. Defina uma funcao T : R? — R? por T(x,y) = (z, —y), para todo (z,y) € R?. Entio T é
um operador linear, denominado operador reflexao em torno do eizo Ox. Geometricamente podemos ver
na figura abaizo como o operador reflexao em torno do eixo Ox atua em um determinado subconjunto

do plano R?.

De fato: Para mostrarmos que esta fungio é um operador linear, sejam u; = (z1,y1) € R* e uy =
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| . TG0 = (x,—)

Figura 4.2: Reflexao em torno do eixo Ox

(79,72) € R% no plano R? e k € R. Entao,

T(ur +uz) = T((x1,51) + (22,92)) = T(w1 + 22,51 + 12)
= (214 22, — (Y1 + 12))
= (21 + @2, —y1 — ¥2)
= (21, —y1) + (22, —12)
=T(z1,51) + T(22,92)
=T(u1) + T(uz)

T(kuy) =T (k(z1,y1)) = T (kxy, kyp)
= (kxy, = (k1))
= (kx1, —ky)
= k(z1, —y1)
= kT (z1,11)
= kT (uy),

mostrando que as condicoes 1 e 2 da definicao 4.1] estao satisfeitas e, portanto, mostrando que a func¢ao

acima é um operador linear.

U
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Exemplo 4.8. Defina uma fung¢io R : R* — R? por R(z,y) = (—=z,—y), para todo (x,y) € R
Entio R é um operador linear no plano R?, denominado operador reflexdio em torno da origem (0,0).
Geometricamente podemos ver na figura abaixo como o operador reflexao (em torno do eizo Ox) atua

em um determinado subconjunto do plano R?.

u=(xy) R

Rw) = (=x-)

Figura 4.3: Reflexdo em torno da origem (0, 0)

De fato: Para mostrarmos que esta funcio é um operador linear, sejam u; = (21,71) € R? e uy =

(79,72) € R? no plano R? e k € R. Entao,

R(uy 4+ ug) = R((x1,11) + (22, 42)) = R(21 + 22,91 + 12)

(z1+ 22), — (Y1 + ¥2))

(_
(_131 — T2, —Y1 — yz)
(_

r1, =) + (=2, —y2)

(w1,91) + R(22,12)

R
R(uy) + R(u2)
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R(kul) = R(k(l’l,yl)) = R(kwy, kyl)

= (=(k21), = (k1))

= (—kxy,—ky1)
= k(=z1, —y1)
= kR(z1,91)

= kR(u),

mostrando que as condicoes 1 e 2 da definicao 4.1 estao satisfeitas e, portanto, mostrando que a funcao

acima é um operador linear. O
Exemplo 4.9. Fizemos uma dngulo 6 € (0,27) C R e definamos uma fungio Ry : R* — R? por
Ry(z,y) = (xcos — ysen 6, xsen 6 + y cos ),

para todo (z,y) € R?. Entio Ry é um operador linear no plano R?, denominado operador rotacao de
angulo 8 em torno da origem. Geometricamente podemos ver na figura abaizo como o operador rotagao

de angulo 0 em torno da origem atua em um determinado subconjunto do plano R2.

u = (xy) R{s

Figura 4.4: Rotacao de angulo # em torno da origem

De fato: Para mostrarmos que esta fungio é um operador linear, sejam u; = (z1,y1) € R* e uy =
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(72,72) € R? no plano R? e k € R. Entao,

Ro(ur +uz) = Ro((z1,51) + (22, 92)) = Ro(w1 + 22,51 + 92)
= ((z1 + @) cos O — (y1 + y2)sen b, (x1 + z2))sen b + (y; + y2) cos H)
= (z1 cos — yysen b, rysend + y; cos )
+ (29 cos O — yasen 0, xosen O + ys cos )
= Ry(x1,41) + Ro(32,32)
= R(u1) + R(us)

Ry(kur) = Ro(k(x1,51)) = Ro(kw1, kyr)

= ((kxq) cos € — (kyy)sen 0, (kx1)sen 6 + (ky;) cos )

= (k(x1cos@ — y1sen ), k(xysen 6 + y; cos b))

= k(zy cos € — yysen, xysen 6 + y; cos 0)

= kRy(v1,y1)

= kRp(uy),
mostrando que as condicoes 1 e 2 da definicao estao satisfeitas e, portanto, mostrando que a fungao
acima é um operador linear. O

Como vimos no exemplo [4.6] para verificarmos quando uma fun¢ao nao é uma transformacao

linear precisamos encontrar elementos no espago vetorial que nao satisfacgam pelo menos uma das
condigoes da defini¢ao 4.1 O préximo resultado nos dé algumas propriedades elementares das trans-

formagoes lineares e, também, podem ser utilizadas para verificar se uma determinada funcao nao é

uma transformacao linear.

Proposicao 4.10. Sejam U e V espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e F': U — V

uma transformacao linear. Entao,

a. F(Oy) = 0y, onde Oy e Oy denotam respectivamente os elementos neutros de U e V.

b. Para todou € U, F(—u) = —F(u), onde —u denota o elemento oposto de w em U e —F(u) denota

o elemento oposto de F(u) em V.
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Demonstracgao: Usando propriedades do espacgo vetorial U e a linearidade de F' temos que
F(0y) = F(0y + O0y) = F(0y) + F(0y).
Mas F(0y) € V. Logo, usando propriedades do espago vetorial V, obtemos que
Oy + F(0y) = F(0y) = F(Oy) + F(0p).
Logo, somando z(0r), o oposto de F(0y) em V' |, em ambos os lados da igualdade acima obtemos que
F(0y) = 0y,
provando o item a. da proposicao.
Para provarmos o item b., seja u € U, entao F(u) € V e, portanto, existe —F (u) € V tal que
F(u)+ (=F(u)) = 0y. (4.3)
Ainda mais, o item a. e a linearidade de F' implicam que
Oy = F(0y) = F(u+ (—u)) = F(u) + F(—u). (4.4)

De (4.3) e (4.4)), usando a unicidade do oposto de F'(u) em V| concluimos que

completando a demonstragao desta proposicao. [ |

Vamos apresentar outro de exemplo de uma funcao que nao € linear.

Exemplo 4.11. Sejam a,b € R dois nimeros reais tais que a® + b*> # 0 e definamos uma funcgdo
Toyp: R? — R? por
Ta,b(x’y) = (ZE + a,y + b)a

para todo (z,y) € R Entao T,;, € uma funcio que nao é um operador linear no plano R*. A fungdo

T.» € chamada de translagio no plano R?.
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De fato: Recordemos que o elemento neutro do espaco vetorial R? é dado por
Ogz = (0,0).

Temos entao que

T(0z2) = T(0,0) = (0 + a,0 + b) = (a,b) # (0,0) = Oge.

Logo o item b. da Proposicao 5.1 implica que 7}, nao pode ser um operador linear. Il
Vejamos agora um exemplo que nos permite construir varias transformacgoes lineares a partir de

transformacoes lineares ja conhecidas.

Exemplo 4.12. Sejam U, V e W espacgos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e considere
F:U—=>VeG:V =W duas transformagoes lineares. Definimos a composta de G por F' como sendo

a fungao G o F : U — W, atuando em um elemento u € U da sequinte maneira:
(Go F)(u) =G(F(u)).
Vamos mostrar que G o F' é uma transformacao linear de U em W.

De fato: : Para fazermos isso, sejam uy,us € U e k € K. Temos que,

(GoF)(urtuy) = G(F(urtug)) = G(F(u)+F(uz)) = G(F () +G(F(uz)) = (GoF)(ur) +(GoF)(us)

(G o F)(kuy) = G(F(kuy)) = G(kF(u1)) = kG(F(u1)) = k(G o F)(uy).

Logo, (G o F) é uma transformacao linear. O

Vale a pena observar aqui que mesmo que GG o F' e F o G estejam definidas, nem sempre é verdade

que G o F'= F o G. Vejamos um exemplo deste fato.

Exemplo 4.13. Considere F,G : R?> — R? definidas por,
F(z,y) = 2z,2+2y) e G(r,y) = 3z +y,z + 3y),

para todo (z,y) € R%. Vamos mostrar que F o G # G o F.
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De fato: Para u = (x,y) € R? temos que
(FoG)(z,y) = F(G(z,y)) = F(3z +y,z + 3y)
=283z +y),3x+y + 2(x + 3y))

= (6 + 2y, 5z + Ty)

(Go F)(z,y) = G(F(z,y)) = G2z, z + 2y)
= (3(2z) + (x + 2y), 2z + 3(x + 2y))
= (Tx + 2y, 5z + 6y),
para quaisquer (z,y) € R Assim, para (z,y) = (1,1) temos que

(FoG)(1,1) = (6+2,5+7)=(8,12) # (9,11) = (7T+ 2,5+ 6) = (G o F)(1,1),

mostrando que Go F' # F o G. O

4.2 Nicleo e Imagem de Transformacgoes Lineares

Nesta secao vamos estudar e caracterizar transformagoes lineares injetoras e sobrejetoras. Para isso
vamos introduzir o conceito de nicleo de uma transformacao linear.
Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e T' : V — W uma

transformacao linear dada. Recordemos que o conjunto imagem da funcao 7" é dado por
Im(T)={yeW; T(v)=w, paraalgum veV}CW.
Com relagao ao conjunto imagem de uma transformacao linear temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.14. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e T : V —
W uma transformacao linear dada. Entao, o conjunto imagem Im(T) C W € um subespago vetorial de

W.

Demonstragao: Como 7' : V — W é uma transformacao linear, o item a da Proposicao [4.10] implica
que,

Ow =T (0y),
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mostrando que Oy € Im(T) e, portanto, Im(T) # (.

Considere agora wy, ws € Im(T) e k € K. Entao, existem vy, v9 € V tais que
T(vy) =w; e T(vy) = ws.

Vamos mostrar que wy + wy € Im(T) e kwy, € Im(T). Como V é um espago vetorial, temos que

v + vy €V e kvy € V. A linearidade de implica entdao que

T(U1 + UQ) = T(Ul) + T(Ug) = W + Wy

T(k'l}l) = kT(U1> = kwl,

mostrando que

wy +we € IMm(T) e kwy, € Im(T).

Portanto, o Teoremam garante que Im(T’) é um subespaco vetorial de W, completando a prova desta

proposicao. [ |

Definicao 4.15. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e T : V. — W

uma transformacao linear dada. Definimos o nicleo (ou kernel) de T como sendo o sequinte subconjunto
de V :
Ker(T) ={veV; T(v) =0w}.

Antes de apresentarmos alguns exemplos temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.16. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e T : V —

W uma transformacao linear dada. Entao o nicleo, Ker(T), de T € um subespago vetorial de V.
Demonstracao: Como 7' é uma transformacao linear, a Proposi¢ao implica que,
T(0y) = Ow,

mostrando que 0y € Ker(T) e, portanto, Ker(T) # (.

Considere agora vy,vy € Ker(T) e k € K. Entao,

T(Ul) = OW (§] T(UQ) = OW



Introducao a Algebra Linear 219

Vamos mostrar que v; + vy € Ker(T) e kv, € Ker(T). A linearidade de T" implica que

T(’Ul + 112) = T(Ul) + T(Uz) = Ow + OW = OW

T(k?’l)l) = ]-CT(1)1> == k’Ow = Ow,

mostrando que vy + vy € Ker(T) e kv; € Ker(T). Portanto, o Teorema [3.11] garante que Ker(T) é um
subespaco vetorial de V, completando a prova. [ |

Vejamos agora alguns exemplos de nicleo e do conjunto imagem de transformacoes lineares.

Exemplo 4.17. Seja T : R*> — R® definida por T'(z,y) = (0,2 +y,0) para todo (x,y) € R*. Claramente
T é uma transformagaoo linear (verifique esse fato!). Vamos encontrar seu nicleo e seu conjunto

magem.

De fato: Recordemos que (0,0) e (0,0,0) sao respectivamente, os elementos neutros de R?* e R3. Assim,
utilizando a Definicao temos, para (z,y) € R?, que
(z,y) € Ker(T) <= T(z,y) =(0,0,0)
e (0,z+y,0) = (0,0,0)
— zv+y=0
— Yy =—.
Logo,
Ker(T) = {(z,y) € R* y = —a} = [(1,-1)].

onde [(1,—1)] denota o subespaco vetorial de R?, gerado pelo elemento (1, —1).

Para calcularmos o conjunto imagem de 7', recordemos que
Im(T) = {(z,y,2) € R*; T(a,b) = (v,y,2) para algum (a,b) € R*}.
Assim,
(x,y,2) € Im(T) < T(a,b) = (2,9, 2)

<~ (0,a+b,0) = (z,y, 2)

— r=0,y=a+b e z=0.
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Portanto, para todo y € R, tomando a = § e b = £, temos que
T(a,b) = T(5,5) = (0,.0).
2°2
ou seja,
Im(T) = {(z,y,2) €R*; z=2=0}=0,1,0)],
completando o exemplo. O

Exemplo 4.18. Seja T : R? — R definida por T(z,y) = 2x + 3y para todo (x,y) € R2. Claramente T ¢é

uma transformagaoo linear (verifique esse fato!). Vamos encontrar seu nicleo e seu conjunto imagem.

De fato: Recordemos que (0,0) e 0 sdo respectivamente, os elementos neutros de R? e R. Assim,
utilizando a Definicao temos, para (z,y) € R?, que
(x,y) € Ker(T) <= T(z,y) =0
— 22+3y=0
<~ 2
= ——1.
Y=73
Logo,
2
Ker(T) = {(z,y) € R% y = —3a} = [(3,-2)].

Para calcularmos o conjunto imagem de 7', recordemos que
Im(T) = {x € R; T(a,b) =z para algum (a,b) € R*}.
Assim,
xeIm(T) < T(a,b) =2z
< 2a+ 3b==x.

Portanto, para todo x € R, tomando a = § e b = ¢, temos que

T
4

8

X X X T

ou seja,
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completando o exemplo. O
A idéia agora é relacionar o conceito funcao injetora e funcao sobrejetora, visto nos cursos de
matematica elementar, com o conceito de nucleo e imagem de transformacoes lineares. Apresentamos

a préxima definicao a titulo de recordagao.

Definicao 4.19. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e uma

transformacao linear T : V — W dada.

a) Diremos que T € injetora se para quaisquer u,v € V tais que T'(u) = T'(v), tivermos que u = v,
simbolicamente temos

Vu,veV; T(u) =T(v) = u=n.
b) Diremos que T' é sobrejetora se para todo w € W, ezistir v € V' tal que T'(v) = w.

¢) Diremos que T ¢é bijetora quando T for simultaneamente injetora e sobrejetora, simbolicamente
temos,

Vwe W, JlveV; T(v) =w.

Proposicao 4.20. Sejam V e W dois espacgos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e uma

transformacao linear T : V — W dada.
a. T' € injetora se, e somente se, Ker(T) = {0y }.
b. T é sobrejetora se, e somente se, Im(T) = W.

Demonstragao: Para demonstrarmos o item a, suponhamos inicialmente que 7' seja injetora e tomemos
u € Ker(T). Entao,

A injetividade de T implica que u = 0. Como sempre temos que 0y € Ker(T), obtemos que
Ker(T) = {0y},
provando a condicao suficiente do item a. Por outro lado, suponhamos que

Ker(T) ={0y}
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e sejam u,v € V tais que T'(u) = T'(v). A linearidade de T implica que
T(u—v) = 0w,
mostrando que
u—v e Ker(T).
Portanto, u — v = 0y, ou seja, v = v, mostrando a condicao necessaria do item a da proposi¢ao e

completando a demostracao deste item.

Para demonstrar o item b suponhamos agora que T é sobrejetora. Por defini¢ao, para todo w € W,

existe v € V, tal que T'(v) = w. Mas,
Im(T)={weW; JveC com T(v)=w}.

Assim, Im(T) = W. Por outro lado, suponhamos que Im(7T) = W. Assim, se w € W, pela hipétese
w € Im(T). Logo, a defini¢ao de I'm(T) implica que existe v € V tal que T'(v) = w e, portanto, T é

sobrejetora. Concluindo assim, a demonstragao deste item e também da proposicao. [ |

Exemplo 4.21. Vamos mostrar que a transformacdo linear T : R® — R* definida por,
T(z,y,2) = (z,xr —y,y — 2,2+ x + 5y)
para todo (z,y,z) € R3, € injetora.
De fato: Se (z,v,2) € R? e recordando que Ogs = (0,0,0) e Ogs = (0,0,0,0) , entao
(x,y,2) € Ker(T) <— T(z,y,z) =(0,0,0,0)
— (r,x—y,y—z2+2x+5y)=1(0,0,0,0)
<— =0, z2—y=0y—2=0¢e z+2x+5y=0
— r=y=2=0
<~ (z,y,2) = Ops,

mostrando que Ker(T) = {Ors} e, portanto, a Proposicao implica que T' ¢ injetora. O
O préximo resultado é muito 1til na verificacao da sobrejetivade de operadores lineares e é o

principal teorema deste capitulo.
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Teorema 4.22 (Teorema do Nuicleo e da Imagem). Sejam V e W dois espagos vetoriais finitamente

gerados sobre o mesmo corpo de escalares K e uma transformacao linear T : V — W dada. Entao,

dimV = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).
Demonstracgao: Sejam dimV =n e

Bl - {U17U27 v 7UT}7

(4.5)

com r < n, uma base de Ker(T). O teorema do completamento, garante que podemos encontrar

elementos v, 11, Vyyo,...,v, € V tais que
B = {U17U27 <o Ups Upt 1, Up g2y - - - 7vn}
é uma base de V.

Vamos mostrar que By = {T'(v,41), T (Vr12),...,T(v,)} é uma base de Im(T).

De fato: Para mostrarmos que Bs é linearmente independente, sejam a1, a;yo, . .

que,

aT+1T(UT+1) + ar+2T<UT+2) + ...+ OénT(Un) = OW

A linearidade de T implica que,

T (0 1Vr11 + QrigUrin) + . oo+ @puy) = Oy

Logo,
Qi 1Vpi1 + QpioUpin) + ...+ v, € Ker(T)
e, portanto, existem aq, s, ..., a, € K tais que,
Opp1Upt1 + QpioUpio + .0+ U, = U100V + ... + QU
ou seja,

Q U1V + ..+ U + (a1 41) F (Vi) + .o+ (—av,) = Ow.

Como B ¢é uma base de obtemos que,

Qpg] = Qpyo = ... =y =0,

., o, € K tais
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mostrando que B, é linearmente independente em .
Mostremos agora que By = {T(v,41), T (vr12),...,T(v,)} é um conjunto gerador de Im(T). Para
mostrarmos este fato, seja w € Im(7T). Entao, existe v € V tal que T'(v) = w. Mas, B é uma base de.

Dai, existem a1, ao, ..., a, € K tais que
V= QU1 + QU + ...+ U,
A linearidade de T e o fato de By ser uma base de Ker(7T) implicam que
w="T(w)=T(cnv + agvy + ... + a,vy,)
=T (v) + T (ve) + ...+ T (v;) + 1 T(Vpg1 + ... + @, T (vy,)
=0w+0w+...+ 0w+ a1 T (Vg1 + ... + @, T(vy)
=a, 1T (V1 + ...+, T(vy),

mostrando que

Im(T) C [T(vr11), T(Vps2), ..., T(vy)].

Como

T(”r—&-l)a T<UT+2)7 s 7T(Un) € Im(T)
e Im(T) é um subespago vetorial de W, entao
T (Vr41), T(Vrg2), - .., T(v,)] € Im(T).

Logo,

e, portanto,
By = {T(U7"+1)7 T(UT+2)> s ’T(Un)}

é um conjunto gerador de I'm(T).
Logo, By = {T(vy41), T(vr42), ..., T(v,)} é uma base de Im(T). O
Ainda mais, pela construcao da base B de V' obtemos que

dimV =n=r+(n-r)
= dim(Ker(T)) 4+ dim(Im(T)),
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completando a prova deste teorema. [ |

Exemplo 4.23. Vamos estudar a sobrejetividade da transformacao linear T : R® — R* definida, para
todo (z,y,2) € R3, por
T(r,y,2) = (r,c+y,y+2z,2— 2).
De fato: Temos que
Ker(T) ={(0,0,0)},
pois
(x,y,2) € Ker(T) <= T(z,y,z) = 0gs = (0,0,0,0)
— (r,z+y,y+z,2—2)=1(0,0,0,0)
— =0, z+y=0y+2=0¢e z2—2=0
= r=y=2=0
— (x,y,2) = Os.

Logo T é uma transformagao linear injetora.

Usando a féormula em (4.5)) concluimos que,
dim(Im(7T)) = dimV — dim(Ker(T)) =3 -0 = 3.

Como dim(R?) = 4, concluimos que T nao é sobrejetora, pois se T fosse sobrejetora deveriamos ter que

ou seja, deveriamos ter que dim(/m(7")) = 4, completando o exemplo. O
Com relagao aos fatos vistos no ultimo exemplo temos o seguinte corolario do Teorema do Ncleo

e da Imagem:

Corolario 4.24. Sejam V e W dois espagos vetoriais finitamente gerados sobre o mesmo corpo de
escalares K e uma transformacao linear T :' V. — W dada. Se dimV = dim W, entao as sequintes

afirmacoes sao equivalentes.

I. T ¢ injetora.
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II. T € sobrejetora.

II1. T ¢ bijetora.

Demonstragao: Para demonstrarmos esse corolario mostraremos a seguinte sequencia de implicagoes:

I = Il = II] = I. A terceira implicacao é imediata. Facamos entao as duas primeiras.

Suponhamos que T' seja injetora. Logo, o item a da Proposigao implica que Ker(T) = {0y}

e, portanto, dim(Ker(7T)) = 0. O Teorema do Nucleo e da Imagem implica entao que
dim(/m(T)) = dimV — dim(Ker(T)) = dimW — 0 = dim W.
Como Im(T) é um subespago vetorial de W, concluimos que Im(T) = W e, portanto, que T' é sobre-

jetora, isto mostra que I = I1.

Suponhamos agora que T seja sobrejetora. Logo, Im(T) = W e, portanto, dim(/m(7T")) = dim W.

O Teorema do Nicleo e da Imagem implica entao que
dim(Ker(T)) =dimV — dim(Im(7T)) = dimV — dim W = 0,

mostrando que Ker(T) = {0y} e, portanto, que T' é injetora, provando a implicagao I/ = I, comple-

tando a prova do corolério. [ |

Exemplo 4.25. Vamos estudar a injetividade e a sobrejetividade da transformacdo linear T : R? — R?

definida, para todo (z,y) € R? por,
T(z,y) = (2x + y, 3z + 2y).
De fato: Temos, para (z,y) € R?, que
(z,y) € Ker(T) <= T(z,y) = 0gz = (0,0)
— (2z+y,3x+2y) = (0,0)
20 +y =0
3r+2y=0
— x=y=0.

<~ (z,y) = (0,0) = Oge.
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Logo,
Ker(T) = {(0,0)} = {02}

mostrando que 7' é uma transformacao linear injetora.
Como dim V' = dim(I/m(T")) = dim W = 2, o Corolério implica que T é sobrejetora e, portanto,

T é bijetora. Observemos que usando a férmula em (4.5)) concluimos que,
dim(/m(T)) = dimV — dim(Ker(T)) =2—-0=2,
e também podemos concluir que T' é sobrejtora, uma vez que I'm(T) é um subespaco vetorial de R?. [J

Podemos também utilizar o Teorema do Nicleo e da Imagem para encontrar uma base para o

conjunto imagem de transformacoes lineares, como mostra o préximo corolario.

Corolario 4.26. Sejam V e W dois espagos vetoriais finitamente gerados sobre o mesmo corpo de
escalares K e T : V- — W wuma transformacao linear injetora dada. Entdo T leva base de V' em base do

conjunto imagem, Im(T). Em particular, quando dimV = dim W, entdo T leva base de V em base de

W.

Demonstracao: Seja
Bl = {Ul,’UQ, e 7Un}

uma base de V. Mostremos que
By =A{T(v1),T(vg),...,T(vn)}

¢ uma base de I'm(T).

De fato: Para mostrarmos a independéncia linear de Bs, sejam «q, ao, ..., o, € K tais que,
a1 T(vy) + T (v2) + ... + a,T(v,) = Ow.
A linearidade de T implica que,
T (v + agvy + ... + apvy) = Oy = T'(0y).
Como T éinjetora, concluimos que,

a1v1 + vy + ...+ anv, = Oy
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e, portanto, como B; é linearmente independente, obtemos que oy = as = ... = «,, = 0, mostrando

que By é um subconjunto linearmente independente de W.

Mostremos agora que By é um conjunto gerador de I'm(T). Para isso seja w € Im(T'). Logo, existe

v €V tal que T'(v) = w. Também, existem escalares oy, ay, ..., a, € K tais que,
V= QU1 + QoUg + ... + Q.
Portanto, a linearidade de 1" implica que,
w="T(w)=T(nvy + vy + ... + ayv,) = 1T (v1) + aT(v2) + ... + ., T(vy),
mostrando que By é um conjunto gerador de Im(7') e mostrando que
By =A{T(v1),T(vg),...,T(vn)}
¢ uma base de Im/(T).

Para concluirmos a outra parte do corolario, observemos que se dim V' = dim W, entao a injetividade
de T implica que T é sobrejetora e, portanto, Im(7T) = W e a parte anterior finaliza a demonstragao

deste corolério. [ ]

Uma consequéncia imediata que pode ser observada na demonstracao do Corolario [4.26]é que toda
transformacao linear 7' : V' — W fica bem determinada se conhecermos os valores de 1" nos elementos
de uma base qualquer de V, ou seja, para conhecermos como uma transformacgao atua em todos os
elementos de V, basta que se conheca como a transformacao linear atua em uma base de V. [lustraremos

este comentario no préximo exemplo.

Exemplo 4.27. Vamos encontrar uma transformacdo linear T : R? — R3 tal que
T(1,0) =(2,-1,0)
7(0,1) =(0,0,1).

De fato: Para isso, observemos inicialmente que {(1,0),(0,1)} é uma base de R?. Assim, para todo

(z,y) € R? temos que
(z,y) = =(1,0) + y(0,1).
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Logo,

T(x,y) = T(x(1,0) + y(0,1)) = 27(1,0) + yT(0, 1)
= 2(2,—1,0) + 5(0,0,1)
= (22, —2,0) + (0,0, y)
= (22, —x,y).

Portanto, a transformacao linear desejada ¢ definida por T'(z,y) = (22, —x,y), para todo z,y) € R

Claramente essa funcao ¢é linear (verifique!). d

4.3 Isomorfismos

Sabemos dos cursos de matemaética elementar que toda funcao bijetora possui uma inversa, no caso

de transformacoes lineares, este conceito é ainda mais importante e passaremos agora a estuda-lo.

Definicao 4.28. Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e T -V — W
uma transformagao linear dada. Diremos que T é um isomorfismo entre Ve W, se T for injetora e

sobrejetora. Neste caso diremos que V e W sao isomorfos.

Inicialmente vamos mostrar um resultado que garante que quando uma transformacao linear é

bijetora, sua inversa também é uma transformacao linear.

Proposicao 4.29. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e T : V —

W uma transformacao linear bijetora dada. Entao, T~': W — V € uma transformacao linear bijetora.

Demonstracao: Como 7' é uma fungao bijetora, entao 1" é uma fungao bijetora. Vamos mostrar que
T—! é uma transformacao linear. Para isso sejam wy, ws € W e ky, koK. Entao, existem tinicos vy, vy € V.
tais que,

T(Ul) =w; € T(UQ) = W2.

Logo,

T Hwy) =v1 e T Y wy) =0,
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Assim, a linearidade de T implica que,

T(kl'Ul + kzvg) = k1T<’U1) + kQ —+ T(’UQ) = k1w1 + kgwg.

Entao,

T_l(klwl + k‘2w2> = ]{?11)1 + /{32’02 = k:lT_l(wl) + kQT_l(wg),

provando a linearidade de T~! e completando a prova desta proposicao. [ |

Exemplo 4.30. Vamos mostrar que a transformagao linear T : R3 — R? definida, para todo (z,y,2) €

R3, por,

T(z,y,2) = (x —2y,z,x +y)

é um isomorfismo e vamos calcular T, a inversa de T.

De fato: Comecemos mostrando que T ¢ uma transformagao linear. Sejam u = (z1,%1,21) € R3,

v = (T2, Y, 22) € R3 e k € R. Temos que

T(u+v)=T((w1,91,21) + (T2, Y2, 22))
=T(21 + 72,91 + Y2, 21 + 22)
= ((z1+22) = 2(y1 + y2), 21 + 22, (21 + 22) + (Y1 + 42))
= (v1 = 2y1 + 22 — 292, 21 + 20,71 + Y1 + T2 + Vo)
= (z1 = 2y1, 21, 21 + 1) + (w2 — 2u2, 22, T2 + Yo2)
= T(x1,91, 21) + T2, Yo, 22)

=T(u)+T(v),

provando a condicao 1 da definicao de linearidade de uma funcao.
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Ainda mais,

T(kuy) = T(k(x1,91,21))
= T(kxy, kyr, k=)
= (kxy — 2(ky1), kz1, (k1) + (ky1))
= (kay — 2kyy, k21, kxy + kyy)
= (k(zy —2y1), kz1, k(z1 + 1))
= k(x1 — 2y1, 21,71 + y1)
= kT (x1,91,21)
= kT (w),

mostrando que 7" é uma transformacao linear.

Para mostrar que T é bijetora, basta mostrar que T é injetora. Para fazermos isso, vamos encontrar

o nicleo, Ker(T), de T. Se u = (z,y, z) € R3, entdo

u=(z,y,2) € Ker(T) T(x,y,z) = 0gs = (0,0,0)

(x —2y,z,2+y) = (0,0,0)

<~
=
<— v—-2y=0,2=0¢e z4+y=0
= r=y=2=0

<~

(x,y,2) = (0,0,0) = Os,
mostrando que Ker(T) = { Ogs}.
Logo, T ¢é injetora e, portanto, bijetora. Logo, T : R® — R? admite uma inversa 77! : R® — R3.
A Proposicao implica que T~! é uma transformacao linear e, portanto, usaremos este fato para

encontramos uma expressao para 7.

Seja B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} uma base de R?, usando a expressao de T' obtemos que,

7(1,0,0) = (1,0,1) < T7'(1,0,1) = (1,0,0)
7(0,1,0) = (—2,0,1) <= T7*(-2,0,1) = (0,1,0)

7(0,0,1) = (0,1,0) <= T7-'(0,1,0) = (0,0, 1).
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Assim, C' = {(1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)} também é uma base de R3. Assim, calculando as coordenadas
de (z,y, z) € R? em relagao a base C' temos que,

T+ 2z Z—x
(x,y,2) = 3 (1,0,1) +

(=2,0,1) + (0, 1,0).

Logo, usando a linearidade de T~! | obtemos que

9 _
T,y 2) = T (L 22(1,0,1) + 22(=2,0,1) + (0, 1,0))
9 _
= BT 0,0 + ST (-2,0,0) + 7 (0,1,0)
9 _
= 0,0+ S5 (0.1,0) + (0,0,
B (:v+22 z— )
- 3 ) 3 7y7
concluindo o exemplo. O

Exemplo 4.31. Vamos mostrar que o espago vetorial R* € isomorfo ao espaco vetorial, Myy»(R), das

matrizes quadradas de ordem 2 X 2, com entradas reais.
De fato: Para isso definamos uma transformacao linear T : R* — My,»(R) por

x
T(z,y,z,w) = Y

zZ w

Vamos mostrar que é uma transformacao linear bijetora, mostrando assim que R* é isomorfo ao espaco
vetorial Mayo(R).

Temos, para u = (1, y1, 21, w;) € RY v = (29, ys, 20, w9) € R* ¢ k € R temos que

T(u+v)=T((z1,y1, 21, w1) + (72, Y2, 22, W2))

=T (x1 + T2, Y1 + Yo, 21 + 22, W1 + Wa)

1+ T Y1+ Y2

Z1+ 29 w4 wo

r1 U T2 Y2
+

Z1 W 22 W2

- T($1791, Zl,U)l) + T($2>y27 22, wz)
=T(u) +T(v),
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provando a condicao 1 da definicao de linearidade de uma funcao.

Ainda mais,
T(kuy) = T(k(x1,y1, 21, w1))
= T(kl’l, kyla kzla kU)l)

kxy ki

]{721 kw1
— 1 W
21 W1

= kT'(21,y1, 21, w1)
= kT (uy),
provando que T' é uma transformacao linear.
Para mostrarmos que 7' é uma funcao bijetora, como dim(R*) = 4 = dim(Myo(R)), é suficiente

mostrarmos que 7' é injetora. Temos

u=(z,y,z,w) € Ker(T) <= T(z,y,z,w) = OMy o (R) =

— (z,y,2,w) = Opa,
mostrando que Ker(T) = { Ogs}. Logo, T é injetora e, portanto, bijetora e a Proposigao implica
que T é um isomorfismo. Concluimos entao que R* ¢é isomorfo ao espaco vetorial My, (IR), completando
o exemplo. O

Este ultimo exemplo pode ser generalizado, como mostra o préximo corolario.

Corolario 4.32. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K tais que

dim(V) = dim(W), entao V e W sao isomorfos.
Demonstragao: Como V e W possuem a mesma dimensao sejam

B ={vy,v9,...,u,}
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C = {wy,wsy,...,w,}

bases de V' e W respectivamente. Definamos 7' : V' — W, da seguinte maneira: Para cada v € V,

existem tnicos escalares aq, s, ..., «a, € K tais que
V= QU1 + QoUg + ...+ Q,U,.
Seja entao
T(v) = T(oqvy + agvy + ... + apvy) = Qrwy + agws + . .. + QuW,.

os escalares aq, aa, . .., a,830 unicamente determinados pelo fato de B ser uma base de V T esta bem

definida pelo fato de C' ser uma base de W. Observemos ainda que

T(v) =wy, T(ve) =we,...,T(v,) = wy.

Vamos mostrar que 7" é um isomorfismo. Para isso sejam u,v € V e k € K. Logo existem escalares

ar,a, ... a, €K E By, Ba, ..., 05, €K tais que

U= U] + QaUy + ...+ a,v, e v = v+ Bavo + ...+ Bpu,.

Assim,

T(u+v) =T((a1v1 + agvs + ... + apvy) + (B1vr + Pove + ... + Buvn))
=T((a1+ B1)vr + (ag + B2)va + ... + (i + Br)vn)
= (o1 + Br)wr + (g + Ba)wy + ... + (an + Br)wy
= aqwi + aws + ... + aw, + frwr + Pows + ... + Brwy,
=T(ovy + agvy + ... + auvy) + T(Brvr + Pove + ... + Bruy)

=T(u) +T(v),
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T(ku) = T(k(a1v; + agvg + . .. + a,vy,))
=T((kay)vy + (kag)ve + ... + (kay,)vy,)
= (kar)w + (kag)ws + ... + (ko )w,,
= k(aqwy + awws + ... + awy,)
= kT (v + aguy + ... + ayvy)

— kT (u),

mostrando que T' é uma transformacao linear.

Para mostrarmos que T é uma funcao bijetora, como dimV = dim W, o Corolario 27.11 implica

que ¢ suficiente mostrarmos que 7T é injetora. Temos

ve Ker(T) < T(v) =0w
<~ T(aqvy + agua + ... + ayv,) = O
<— oqw; + avwy + ... + a,w, = Oy
= o= =...=a, =0
<~— v =0y,
pois B é uma base de V e C' é uma base de W. Logo a Proposicao 27.7.4 implica que T ¢ injetora e,

portanto, é bijetora. A Proposicao [4.29| implica entao que T é um isomorfismo, mostrando que Ve W

sao isomorfos, completando a demonstracao deste corolario. [ |

Exemplo 4.33. Vamos mostrar que a transformagao linear T : R* — R? definida, para todo (x,y) € R?,

por,

é um isomorfismo e vamos calcular T, a inversa de T.

De fato: Comecemos mostrando que 7' é uma transformacao linear. Sejam u = (xy,7;) € R? v =
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(12,72) € R? e k € R. Temos que

T(u+v) =T((z1,41) + (22,92))
=T(x1 + 2,91 + Y2)
= ((z1 4+ 22) + (Y1 + ¥2), (@1 + 22) — (41 + 12))
= (v1 +y1 + 22+ Y2, 01 — Y1 + T2 — Yo)
= (21 + Yy, 21 — Y1) + (T2 + Y2, T2 — ¥2)
=T(z1,y1) + T(22,92)
= T(u) +T(v),

provando a condicao 1 da definicao de linearidade de uma funcao.

Ainda mais,

T(kuy) = T(k(z1,41))
= T'(kxy, kyy)
= (kxy + ky1, kxy — ky)
= (k(z1 + 1), k(21 — y1))
= k(z1 +y1, 21 — y1)
= KT (x1,91)
= kT (uy),

provando que T' é uma transformacao linear.

Para mostrar que T é bijetora, basta mostrar que T é injetora. Para fazermos isso, vamos encontrar

o nticleo, Ker(T), de T. Se u = (x,y) € R?, entao

u=(z,y) € Ker(T)
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mostrando que Ker(T) = { Ogz}. Assim, T ¢ injetora e, portanto, bijetora. Logo, T : R? — R? admite
uma inversa 7! : R? — R2. A Proposicao implica que 7! é uma transformacao linear e, portanto,
usaremos este fato para encontramos uma expressao para 7!

Seja B = {(1,0),(0,1)} uma base de R?, usando a expressao de T obtemos que,

T(1,0) = (1,1) < T7%(1,1) = (1,0)
T(0,1) = (1,—1) <= T7(1,-1) = (0,1).

Logo, C = {(1,1), (1, —1)} também é uma base de R?. Assim, calculando as coordenadas de (x,y) € R?

em relacao a base C' temos que,

(o) = 200+ 22 -,

Logo, usando a linearidade de 7! | obtemos que

Ty =T 0 + )

= )+ S,
=20+ 220

concluindo o exemplo. Il

4.4 Matriz de uma Transformacao Linear

O objetivo principal desta secao é mostrarmos que existe uma correspondéncia biunivoca entre
matrizes e transformacoes lineares. Dessa forma, trabalhar com transformacgoes lineares torna-se bem
mais facil, pois transportamos as propriedades que conhecemos sobre matrizes para as transformacgoes

lineares. Vejamos um exemplo deste fato.

Exemplo 4.34. Consideremos uma transformagdo linear T : R® — R? definida, para todo (z,y,2) € R3,
por

T(z,y,2) = (x+y,z+2y+2).
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Vamos encontrar uma matriz de tal forma que calcular T em um elemento de R? seja equivalente a
multiplicar essa matriz pelas coordenadas desse elemento.

De fato: Seja B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} uma base de R3. Temos que,

7(1,0,0) = (1,1,0) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 0(0,0, 1)

7(0,1,0) = (1,0,1) = 1(1,0,0) + 0(0, 1,0) + 1(0,0, 1)
7(0,0,1) = (0,1,1) =0(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1).
Assim, dispondo as coordenadas encontradas acima, em funcao da base B, como colunas de uma matriz

quadrada de ordem 3, a qual chamaremos de matriz da transformacao linear 7T relativa a base B. Temos

que,
1 10
T5=110 1
011

Dessa forma vemos que calcular o valor da transformacao linear em um elemento qualquer de R3 é
equivalente a multiplicar a matriz acima pela matriz, em forma de uma matriz coluna, das coordenadas

deste elemento na base B, isto é, se u = (3,4,5) € R3, utilizando a definicao de T, obtemos que
T(3,4,5) = (7,8,9).

Por outro lado, temos que,

3
[ulp=| 4
5
Logo,
1 10 3 7
1 01 41 =18
01 1 5 9
Assim,
7
[Tulp = | 8 | =[T]5[uls,
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completando o exemplo. O

Vamos estudar agora, com detalhes, as idéias vistas acima. Comegaremos introduzindo os conceitos
de soma de transformacoes lineares, bem como o produto de um escalar por uma transformacao linear.
Sejam V' e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K. Denotaremos por L(V, W) o
conjunto de todas as transformacoes lineares de V' em W. Quando V' = W o conjunto dos operadores
lineares de V' em V serd denotado apenas por L£(V'). No que se segue vamos definir duas operagoes em

L(V, W) de modo a torné-lo um espago vetorial sobre o corpo de escalares K.

Definicao 4.35. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e considere
F,G € L(V,W). Definimos a soma de F' com G como sendo a funcio F'+ G :V — W, atuando em

um elemento v € V' da sequinte maneira:

(F+G)v)=F(v)+ Gv).

Como vimos anteriormente, a soma de func¢oes definida como acima satisfaz todas as propriedades
exigidas para que L(V, W) se torne um espago vetorial sobre K. Vamos mostrar que se F,G € L(V, W)
, entao a fungdo F + G € L(V, W), ou seja, devemos mostrar que F' + G é uma transformacao linear.

Para fazermos isso, sejam vy,v5 € V e k € K. Entao,

(F + G)(Ul + UQ) = F(U1 + Ug) + G(Ul + ’Ug)

F(v1) + F(ve) + G(v1) + G(v2)
(v1) + G(v1) + F(vg) + G(v9)
=(F+G)(vn)+ (F+ G)(ve)

(F + G)(kvi) = F(kv) + G(kvy)
= kF(v1) + kG(v1)
= k(F(v1) + G(v))
= k(£ +G)(n)),

mostrando que F' 4+ G é uma transformacao linear e, portanto, F' + G € L(V,W).
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Definicao 4.36. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e considere
F e L(V,W) k € K. Definimos o produto escalar de k por F' com G como sendo a fungio kF :V — W,

atuando em um elemento v € V' da sequinte maneira:

(KF)(v) = k(F(v)).

Também, como vimos anteriormente, o produto de um escalar por uma funcao, definido como
acima, satisfaz todas as propriedades exigidas para que L£(V, W) se torne um espago vetorial sobre K.
Vamos mostrar que se F' € L(V, W) e kK, entao a funcao kF' € L(V, W), ou seja, devemos mostrar que

kF é uma transformacao linear. Para fazermos isso, sejam vy,v, € V e k; € K. Entao,

(kF)(v1 + v2) =

mostrando que kF' é uma transformacao linear e, portanto, kF' € L(V, W).

Pelo que vimos acima, podemos concluir que se V' e W sao espagos vetoriais sobre o mesmo corpo
de escalares K, entao L£(V, W) é também um espago vetorial sobre K. Recordaremos agora uma outra

importante operagao entre transformacoes lineares, a composicao de transformagoes lineares.

Definicao 4.37. Sejam U, V e W espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e considere
F:U—=>VeG:V =W duas transformacgoes lineares. Definimos a composta de G por F' como sendo

a fungio Go F : U — W, atuando em um elemento u € U da sequinte maneira:

(G o F)(u) = G(F(u)).
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Vamos mostrar que G o F' é uma transformacao linear de U em W. De fato, sejam ui,us € U e
k € K. Entao, a linearidade de F' e GG implicam que
(G o F)(u; +ug) = G(F(ug + uz))
= G(F(u1) + F(up))
= G(F(u1)) + G(F(uz))
= (Go F)(u1) + (G o F)(uy)

(G o F)(kuy) = G(F(kuy))

= G(kF(u))
= kG(F(u))
= k(G o F)(uy),

provando G o F' é uma transformacao linear, ou seja, Go F € L(U, W).

Quando trabalhamos com operadores lineares, isto é, quando F,G € L(V'), onde V' é um espaco
vetorial sobre um corpo de escalares K, entdao G o F' € L(V) e, pelo mesmo motivo, F o G € L(V).
Entretanto, como ja vimos antes, a operagao composicao nao é comutativa como ja foi mostrado ante-

riormente.

Sejam V' e W dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo de escalares K. Vimos que L(V, W),
o conjunto de todas as transformacoes lineares de V' em W é um espago vetorial. Consideremos agora
B = {vi,v9,...,0,} e C = {wy,wy, ..., w,} bases de V e Wv respectivamente. Vamos mostrar que a
cada transformagao linear F' € L(V, W) estd associada uma unica matriz, com coeficientes em K, em
M«n(K), generalizando o que foi visto no Exemplo

Para cada j = 1,2,...,n, F'(v;) € W. Logo, existem escalares «;; € K, determinados de forma
Unica, tais que,

F(v1) = ajwy + agqws + ... + Qi

F(vy) = anowy + agowy + ... + Qo

F(Un) = QW1 + Q2pW2 + . ..+ QWi
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ou ainda,

F(v;) = Zmaijwly J=12...,n
i=1

A transposta da matriz dos coeficientes do sistema acima, denotada por [F]E8 € M,,.,(K) , é chamada

de matriz da transformacao linear F' em relacao as bases B e C. Temos que

Q11 Q12 Qpz ... O1p
Qo1 Qigg  (Qraz ... Qgp

B __
[F]C - Q31 Q32 Q33 ... O3y
Om1 Om2 Ay3 .. Oy

Com o mesmo raciocinio acima obtemos, para todo v € V, que

Dessa forma vemos que calcular a imagem, pela transformacao linear F, de um elemento qualquer do
espaco vetorial V' se reduz a multiplicar a matriz de F' pela matriz das coordenadas de v € V.
Vamos ilustrar, através de alguns exemplos como calcular a matriz de uma transformacao linear e

como utilizar essa matriz para calcular o valor da transformagao linear em um elemento qualquer de V.

Exemplo 4.38. Consideremos a transformagao linear F : R — R? definida, para todo (z,y,z) € R3,
por

Pz, y, 2) = (x+y,y+ 2).
Sejam B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} uma base de R* e C = {(1,0),(1,1)} uma base de R?. Vamos

calcular a matriz de F' em relagao as bases B e C.

De fato: Temos que
F(1,0,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(1, 1)
F(0,1,0) = (1,1) =0(1,0) + 1(1,1)

F(0,0,1) = (0,1) = —1(1,0) + 1(1,1).
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Logo,
10 -1
01 1

[Flg =

Consideremos agora o elemento (1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1), isto implica que as

coordenadas de (1,1,1) € R?® sao dadas, na forma matricial, por

1
[(L 17 1)]3 = 1
1
Ainda,
[F(1,1,D]e =[(2,2)]c = ,
Por outro lado,
1
1 0 —1 0
1 p—
01 1 2
1

Dessa forma, vemos que calcular o valor da transformagao linear F' em um determinado elemento
de R? é equivalente a calcular a multiplicacao da matriz de F' pela matriz das coordenadas do elemento

em relacao a base B. Il

Vale a pena observar aqui que a matriz de uma transformacao linear depende das bases consideradas

para os espacos vetoriais envolvidos.

Exemplo 4.39. Consideremos a transformacao linear F : R?> — R? definida, para todo (x,y,z) € R3,
por

F(z,y,2) = 2z +y— 2,3z — 2y + 42).

Sejam B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} ¢ B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} duas bases de R® e C' =
{(1,3),(1,4)} e " = {(1,0),(0,1)} duas bases de R?. Vamos calcular a matriz de F' em relagdo ds

bases B e C' e depois em relagdo as bases B' e C'.
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De fato: Temos que

Logo,

w

11 5
-1 -8 -3

Agora, se B’ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma outra base de R* e C’ = {(1,0),(0,1)} é uma

outra base de R?, temos que

F(1,0,0) = (2,3) = 2(1,0) + 3(0,1)
F(O, 1, 0) = (1, —2) = 1(1, O) + (—2)(0, 1)

F(0,0,1) = (—1,4) = (—1)(1,0) +4(0,1).

Neste caso, a matriz da transformacao linear F' com relacao as bases B’ e C’ é dada por,

completando o exemplo. O

Como podemos ver no exemplo anterior, a mudanca das bases alteram a matriz da transformacao
linear. Isto serd, como veremos no proximo capitulo, um fato bom, pois podemos escolher bases ade-
quadas para os espacos vetoriais envolvidos, de forma a deixar a matriz que representa a transformagao
linear mais simples, o que facilita os calculos que porventura precisamos efetuar.

Vamos agora fazer o caminho inverso do que foi feito acima, isto é, dada uma matriz A € M, ., (K)
e bases B = {v1,v9,...,0,} e C = {wy,we,...,wy,} dos espagos vetoriais V' e W respectivamente,

vamos mostrar que existe uma transformacio linear F': V — W de tal forma que [F|3 = A.
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Seja
a1 a1 ... Qip
a921 a9292 ... Aop
A=
Gm1  Am2 Qmn
Definamos
Fy V=W
v = Fa(v),
onde F4(v) € W, écalculado da seguinte maneira: como v € V| existem escalares oy, ao,...,a, € K|
unicamente determinados, tais que,
V= QU1 + Qals + ... + apv,. (4.6)
Consideremos entao,
051 B

e, finalmente,
Fa(v) = prwy + Bowa + ... + B,

A unicidade dos coeficientes em (4.6), para cada v € V, mostra que F é uma transformacao linear

entre os espacos vetoriais V e W.

Vamos mostrar agora que,

B
Para fazermos isso primeiramente vamos escrever cada vetor da base B em func¢ao dos vetores da prépria
base B. Temos,
v1 = 1lv; + 0vy 4+ ... 4+ Ovu,

'U2:OU1+1'U2+...+O’Un

Up = 0v1 + 0vg 4+ ... + 1v,.
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Logo, para j = 1,2,...,n, temos que,

Fa(vj) = 5{w1 + ﬁng + ot B,

onde as coordenadas Bij ,i1=1,2,...,mej=12,...,n, sao dadas por,
611 1 aii
521 —A O _ a.21 ’
Byln 0 Am1
12 0 a12
2| _ al o] @
531 O Am2
Assim sucessivamente, temos que,
6711 0 Q1n
[ 1 A
Logo, obtemos que,
[Falé = A
Exemplo 4.40. Dada a matriz
2 0
A —
01

e as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(—=1,1)}. Vamos encontrar uma transformacao linear
Fy :R? = R? tal que,
[Falé = A

De fato: Para resolvermos esse problema, para todo u € R?, devemos ter que

[Fa(u)]e = Alu]p.
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Seja entao u = (x,y) € R?, isto é, u = (z,y) = z(1,0) + y(0,1). Logo,
0 x 2x

2
[Fa(u)lo = =
0 1 Y Yy

Assim,

Fa(u) = Fa(z,y) = 22(1,1) +y(-1,1) = 2z —y, 2z + y).
Vamos agora verificar se de fato a matriz de F4 é de fato a matriz A. Temos,

Fa(0,1) = (=1,1) = 0(1,1) + 1(—1,1).

Logo,
[FA]g = =4,

01
completando o exemplo.
Exemplo 4.41. Dada a matriz

1 2 3

A —
010

Vamos encontrar uma transformacao linear Fy : R? — R? tal que, [F4]2 = A, onde

B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,1,2))} e C ={(1,0),(1,1)}.

De fato: Seja u = (r,y,2) € R3. Entao,

U = (ZE,y,Z) - I(l,0,0) + (y - %)(07 170) + 2(07 172)1

isto é,
x
[ulp=| y—%
3
Logo,
x
1 2 3 x4 2y+ 2
[Fa(u)le = -z | = ?
010 -3

N

247
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Assim,

Fa(u) = Fa(x,y,2) = (x4 2y + g)(l,O) + (y — %)(1, 1) = (z+3y,y — %)

Vamos agora verificar se de fato a matriz de F4 é de fato a matriz A. Temos,
F(1,0,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(1, 1)
Fa(0,1,0) = (3,1) = 2(1,0) + 1(1,1)
Fa(0,1,2) = (3,0) = 3(1,0) + 0(1,1)

Logo,

completando o exemplo. O

Exemplo 4.42. Considere F,G : R? — R? definidas por,
F(z,y) = 2z, +2y) e G(z,y) = 3z +y,x + 3y),
para todo (z,y) € R%. Temos que,
(FoG)(z,y) = F(G(z,y)) = F(3x + y,x + 3y)

=23z +y),B3x+y)+2(x + 3y))

= (6 + 2y, 5z + Ty)

(G o F)(@,) = G(F(z,1)) = G(2r,a +2y)
= (3(2z) + (x + 2y), 2z + 3(x + 2y))
= (Tz + 2y, 5z + 6y)
para todo (x,y) € R?. Vamos encontrar as matrizes de F, G, Go F e F o G em relagao a base
canonica B = {(1,0),(0,1)} do R?.
De fato: Temos que,
F(1,0) = (2,1) =2(1,0) + 1(0, 1),

F(0,1) = (0,2) = 0(1,0) +2(0, 1),
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G(1,0) = (3,1) = 3(1,0) + 1(0,1),

G(0,1) = (1,3) = 1(1,0) + 3(0, 1),
(Fo@G)(1,0) = (6,5) = 6(1,0) + 5(0, 1),
(Fo@)(0,1) = (2,7) = 2(1,0) + 7(0, 1),

(G o F)(1,0) = (7,5) = 7(1,0) + 5(0, 1),
(G o F)(0,1) = (2,6) = 2(1,0) + 6(0, 1)

e, portanto,
2 0
[Flp = , [Gls = , [FoGlp = e [GoFlp= 7
1 2 1 3 5 7 5 6
completando o exemplo. Il

Um céalculo rapido com as matrizes obtidas no exemplo anterior mostra que,

6 2 20 3 1
[FloGlp = = = [F|B[G]B
5 7 1 2 1 3
(§]
7 2 31 2 0
(G o Flp = = = [G]B[F]5-
5 6 1 3 1 2

Este resultado vale de forma geral e enunciamo-lo agora.

Proposicao 4.43. Sejam U,V e W espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K, F': U — V

e G:V — W transformacaoes lineares. Se B, C' e D sao bases de U, V e W respectivamente, entao

(G o FI = [GIE[F]E.

Como aplicacao desta proposi¢cao, vamos encontrar a matriz da inversa de uma transformacao
linear. Sejam U e V espacos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares K e definamos Iy = U — U e
Iy :V — V por

Iy(u) =u e Iy(v)=w,
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parau € U ewv € V. Se B e C sao bases de U e V respectivamente, entao

1 .0
vl =

0 . 1

1 0
[Iv]e =

0O ... 1

Suponhamos agora que T': U — V seja uma transformacao linear inversivel, com inversa 77! : V — U.
O Teorema do Ntcleo e da Imagem implica que dimU = dim V' = n. Ainda, para todo v € V, temos

que,

(ToT Y (v)=T(T () =v=Iy(v)

e, para todo u € U, temos que,

I, = [Iv]c = [T7" o T]c = [TGTIE,

onde I,, denota a matriz identidade de ordem n. Assim, concluimos que a matriz de T relativa as bases

B e C é inversivel e

Para finalizar esta secao vamos fazer mais alguns exemplos.

Exemplo 4.44. Consideremos uma transformagao linear T : R® — R? definida, para todo (z,y, z) € R3,

por

T(x,y,2) = (2z + 3y, 2y + 3z).
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Sejam B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} duas bases de R® e C' =
{(1,0),(0,1)} e C" = {(1,1),(1,0)} duas bases de R*. Vamos calcular a matriz de T em relagio ds

bases B e C' e depois em relagdo as bases B' e C' e encontrar a expressio de T nas bases B' e C'.

De fato: Temos que
T(1,0,0) = (2,0) = 2(1,0) +0(0,1)

T(0,1,0) = (3,3) = 3(1,0) +2(0,1)
T(0,0,1) = (0,3) = 0(1,0) + 3(0, 1).

Logo, a matriz da transformacao linear T" com relacao as bases B e C' é dada entao por,

2 30
[T)E =
0 2 3
Notemos que se u(z,y, z) € R3, entao
T
[ulp = | y
z
Logo,
[T(uw)]e = [T1¢[u]s,
ou seja,
T
2 30 22 + 3y
[T(u)le = =
02 3 2 + 3z
z

Dai concluimos que

T(u) =T(x,y,z) = (2x + 3y)(1,0) + (2y + 32)(0, 1)

= (22 4 3y, 2y + 22),

que se observarmos bem é a expressao inicial da transformacao linear 7.
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Agora, se B’ = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} é uma outra base de R? e C' = {(1,1),(1,0)} é é uma
outra base de R?, temos que
T(1,1,1) = (5,5) = 5(1, 1) + 0(1,0)
T(1,1,0) = (5,2) = 5(1, 1) + 2(1,0)
T(1,0,0) = (2,0) = 2(1, 1) + 0(L, 0).

Neste caso, a matriz da transformacao linear F' com relacao as bases B’ e C' é dada por,

5 2 0
0 3 2

[Flé: =

Agora, se u(z,y, z) € R?, entao
(x,y,2) =a(1,1,1) + b(1,1,0) 4+ ¢(1,0,0)

se, e somente se,

a+b+c=z
a+b=y
a=z.

Resolvendo o sistema obtemos que as coordenadas de u + (z,y, 2) € R3 na base B’ sdo dadas por

z
lulpr = | y—=
rT—Y
Logo,
[T (w)]er = [T]e[u]p
ou seja,
z
5 2 0 2y + 3z
[T(u)lcr = y—z | =
0 3 2 20 +y — 3z
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Dai concluimos que
T(u)=T(z,y,2) = 2y + 32)(1,1) + (22 + y — 32)(1,0)
=2y+3z+2z+y— 32,2y + 32)
= (22 + 3y, 2y + 32),
que se observarmos bem, também ¢é a expressao inicial da transformacao linear T O

Exemplo 4.45. Consideremos uma transformagdo linear L : R?* — R? definida, para todo (x,y) € R?,
por
L(z,y) = (z =y, 2y).

Vamos calcular a matriz de L em relacdo as bases canoénicas de R2.

De fato: Temos que
L(1,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)
L(0,1) = (—1,2) = —1(1,0) + 2(0, 1).

Logo, a matriz da transformacao linear L com relacdo as bases B = {(1,0), (0,1) é dada entao por,

1 -1
[L]5 =
0 2
Notemos que se u(z,y) € R3, entao
x
[ulp =
Yy
Logo,
[L(w)]p = [L]E[u] s,
ou seja,
1 -1 x T —y
[L(w)]p = =
0 2 Y 2y

Dai concluimos que
L(u) = L(z,y) = (z — y)(1,0) + (29)(0, 1)

= ("E - Y, 29)7

que ¢é a expressao inicial da transformacao linear T, completando o exemplo. O
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Exemplo 4.46. Consideremos a matriz

2 3
1 -1

A=
Vamos encontrar uma transformacao linear L : R*? — R? tal que a matriz dessa transformacado linear
L, associada as bases canonicas de R?, seja a matriz A.

De fato: Temos que

L(1,0) = 2(1,0) +1(0,1) = (1,0) = (2,1)

L(0,1) = 3(1,0) + (=1)(0,1) = (1,0) = (3, —1).

Logo,
L(z,y) = L(z(1,0) + y(0,1))
=xL(1,0) + yL(0,1)
= (22 + 3y, —y).
Assim,
2z + 3y
[L(u)]B = )
T =Y
pois

L(z,y) = 2z + 3y, — y)

= (2z + 3y)(1,0) + (z — y)(0,1).

De outra forma, temos que se u = (z,y) € R?, entao

Logo,
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ou seja,
2 3 x 2z + 3y

Dai concluimos que
L(u) = L(z,y) = (22 + 3y)(1,0) + (z — y)(0,1)
= (2z + 3y,z —y),

completando o exemplo. O

4.5 Exercicios Propostos

1. Sejam V = M(R) o espago vetorial da matrizes 2 x 2, munido das operages usuais, e B uma
matriz fixada neste espago. Mostre que a aplicacao F' : V — V definida por F(X) = BX, para

X € My(R) é um operador linear.

2. Sejam V = M5(R) o espago vetorial da matrizes 2 x 2, munido das operagbes usuais, e P uma
matriz inversivel em M;(R). Mostre que a aplicagao F' : V — V definida por F(X) = P7!XP,

para X € My(R) é um operador linear.

3. Verifique se as seguintes aplicacoes de R em R? sao operadores lineares.
(a) Fl(.fE,y,Z) - (ZL’ -y +ya0)a
(b) Fy(z,y,2) = (22 —y+2,0,0);

(C) FS(ajayaz) = (:IZ‘,Q?,:L‘);

(d) Fu(z,y,2) = (22% + 3y, 7, 2).

4. Existe um operador linear F : R® — R? tal que F(1,1,1) = (1,2,3), F(1,2,3) = (1,4,9) e
F(2,3,4) = (1,8,27)7 Justifique sua resposta.

5. Verifique se as seguintes aplicacoes de R* em R* sao operadores lineares.

(a) Fi(z,y,zt) = (z,y,2,t)+(1,0,1,0);
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(b) Fy(z,y,z,t) =(1,0,1,1);
(C) FS(%Z/,ZJ) = (Z‘,y— z,y+z,x+t),

(d) Fy(z,y,z,t) = (cosx,y, z,t).
6. Verifique se as seguintes funcoes sao transformagoes lineares.

(a) f:R?— R? definida por f(z,y) = (v +y,x — y);
(b) g :R?* = R definida por g(z,y) = zy;

a b a
(¢) h: My(R) — R definida por h( ) = det
c d c d

7. Sejam U e V subespacos vetoriais de um espago vetorial W tais que W = U @ V. Sejam Py, P; :
W — W duas aplicagoes definidas por Pi(w) = u e Py(w) = v, onde w = u+ v, com u € U e

v € V. Mostre que P; e P, sao operadores lineares.

8. Seja T : U — V uma transformagao linear satisfazendo a seguinte propriedade: se {uy, ua, ..., u,}

é uma base de U, entao {T'(u1),T(uz2),...,T(u,)} é LI em V. Mostre que T é injetora.

9. Para cada uma das transformacoes lineares, determinar uma base e a dimensao do ntcleo e da
imagem.
(a) T :R3 — R3, definida por T'(z,y, z) = (x,2y,0);
(b) T :R?® — R, definida por T'(z,y,2) =1 +y — 2;
(c) T :R? — R?, definida por T'(z,y) = 2z, 7 + y);
(d) T:R?® — R* definida por T(x,y,2) = (v —y— 2,2 +y+ 2,20 —y + 2, —y).
10. Consideremos uma transformacao linear F': U — V. Se dim(U) > dim(V'), mostre que existe um

elemento nao nulo ug € U tal que F(ug) = Oy, onde Oy denota o elemento neutro de V. Conclua

que F nao é injetora.
11. Considere a transformagao linear T : R® — R? definida por T'(z,y,2) = (2,2 — y, —2).

(a) Determine uma base do nucleo de T
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(b) Calcule a dimesao da imagem de T

(c) T é sobrejetora? Justifique a sua resposta.

Seja T : R? — R? um operador linear definido na base canonica de R? por T'(1,0,0) = (2,3,1),
7(0,1,0) = (5,2,7) e 7(0,0,1) = (—2,0,7). Determinar a expressao do operador T’ e mostrar que

de fato ele ¢ linear.

Achar uma transformacao linear do R? no R? cujo nicleo seja gerado por (1,1,0).
Determinar um operador linear do R* cujo ntcleo seja gerado por (1,1,0,0) e (0,0, 1,0).
Determinar um operador linear do R? cujo nicleo tenha dimensao 1.

Seja T : R* — R® um operador linear definido por 7(1,0,0) = (1,1,0), 7(0,1,0) = (1,1,2)
e T(0,0,1) = (0,0,2). Determine uma base para cada um dos seguintes subespagos vetoriais:

Ker(T), Im(T), Ker(T)NIm(T) e Ker(T) + Im(T).

Seja T : U — V uma transformacao linear bijetora. Mostre que a aplicacao inversa 771 : V — U

¢ uma transformacao linear.

Mostre que cada um dos operadores lineares de R? a seguir é um isomorfismo e calcule o isomor-

fismo inverso.
(a) F(x,y,2) = (r — 3y — 22,y — 4z, 2);
(b) F(:E,y,z) = (ZL‘,$ —y,2x+y— Z)

Considere o operador linear de R?® definido por F(1,0,0) = (1,1,1), F(0,1,0) = (1,0,1) e

F(0,1,2) =(0,0,4). F é um isomorfismo? Se for, determine o isomorfismo inverso.
Prove que R? é isomorfo a qualquer subespaco de dimensao 2 contido em R3.

Determine uma transformacao linear 7' : R?* — R? tal que T'(1,0,0) = (2,0), 7(0,1,0) = (1,1) e
T(0,0,1) = (0,—1). Encontre v € R? tal que T'(v) = (3,2).

Determine uma transformagao linear 7' : R? — R? tal que T'(1,1) = (3,2,1), T(0,—2) = (0,1,0).
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Marcos Roberto Teixeira Primo

Seja F : R? — R? uma aplicagao linear definida por F(z,vy,2) = (x + 2,y — 22). Determinar [F]5,
onde B = {(1,2,1),(0,1,1),(0,3,=1)} e C = {(1,5), (2, —1)}.

Determinar as matrizes das seguintes transformacgoes lineares em relacao as bases canodnicas dos

respectivos espacos:

(a) T € L(R3 R?) definida por T(z,y,2) = (x + y, 2);
(b) T € L(R* R3) definida por T'(z,y) = (z + y,x, — y);
(c) T € L(R* R) definida por T'(z,y, z,t) = 2z +y — 2 + 3t;

(d) T € L(R,R3) definida por T'(z) = (z, 2z, 3z).

Seja T' o operador linear do R? cuja matriz em relagao a base B = {(1,0),(1,4)} ¢é

Determinar a matriz de 7' em relacdo a base canonica do R2.

Seja B = {e1, €9, €3} uma base de um espago vetorial real V. Sendo F,G : V' — V dois operadores
lineares tais que F(e;) = €1 — eq, F(ea) = e1 + e3, Fleg) = ea, G(e1) = 2e; + e3, G(ea) = e e
G(e3) = e3 — 3e;. Determinar, em relacao a base B, as matrizes dos seguintes operadores lineares:

F,G,FoGeGoF.

3 1
2 -1

Determinar o operador linear do R? cuja matriz em relagao a base B = {(1,2), (0,5)} ¢

Determinar todos os operadores lineares T : R? — R? tais que ToT =T e T'(z,y) = (ax, bx + cy).

Determinar todos os operadores lineares T : R? — R? tais que ToT = Q e T'(z,y) = (ax + by, cy),

onde O denota o operador linear nulo em R2.

Sejam F e G dois operadores lineares do R? tais que F(z,v,2) = (7,2y,y — 2z) e que a matriz de

110
2F — @, em relacao & base canonica do R? é 0 1 0 |.Determinar a matriz de GG em relacao
1 21

a base canonica. Determinar também a expressao de G(z, vy, 2).
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31. Sejam B = {(1,-1),(0,2)} e C = {(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)} bases de R? e R? respectivamente

1 0
e[l)2=1| 1 1 |.Determine a expressao de T. Encontre uma base D de R? tal que [T]5 =
0 -1

0 0 |.SeS(z,y) = (2y,x — y,z), encontre [S]5.

32. Seja T : R? — R? uma transformagao linear tal que [T] = . Encontre u,v € R? tais
que T'(u) =veT(—v) =wv.

33. Sejam B = {(0,2),(2,—1)} e C = {(1,1,0),(0,0,—1),(1,0,1)} bases de R? e R3. Se [S]Z =

2 0
4 0 , encontre a expressao de S(z,y).
0 —4
01 -2 1 -1
34. Sejam A= 0 2 | eB= 1 2 1 . Encontre Ker(T4), Im(Ty4), Ker(Tg) e Im(Tg).
0 1 -1 0 O
1 0 1 -2 1 -1
35. Sejam R, S e T operadores linearesem R3. Se [R]p=| 2 1 1 |e[S]z= 3 1 2
0 -1 1 1 -2 0

sao as matrizes de R e S em relacdo & base canonica de R3, encontre T tal que R = SoT.



Capitulo 5

Operadores Diagonalizaveis

No final do capitulo anterior vimos que trabalhar com transformacoes lineares é, de certa forma,
operar com matrizes. A idéia principal deste capitulo é encontrar, se possivel, bases para os espagos
vetoriais, nas quais as matrizes das transformagoes lineares sejam diagonais, isto €, s6 possuam elementos
diferentes de 0 na diagonal principal, facilitando dessa forma o célculo das operagoes com as matrizes

que representam estas transformacoes lineares.

5.1 Autovalores e Autovetores

Nesta secao vamos introduzir o conceito de autovalores e autovetores para um determinado operador
linear e obter algumas de suas principais propriedades. Seja entao V' um espago vetorial sobre o corpo
R e considere T : V — V uma transformacao linear, que chamaremos de operador linear. Quando
conseguirmos encontrar uma base para V' formada apenas por autovetores de T', veremos que nesta base

a matriz do operador linear é diagonal e essa diagonal contém os autovalores de T.

Definicao 5.1. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo de escalares R e T : V. — V um operador

linear. Se existirem A € R e v € V, com v # 0, tais que
Tv = Av,

diremos que X € R € um autovalor de T e que v # 0 € um autovetor de T associado ao autovalor .

260
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Vejamos agora algumas observagoes importantes.

e O autovalor A € R, pode ser igual a zero, enquanto que o autovetor v € V' deve ser necessariamente

diferente do vetor nulo do respectivo espaco vetorial V.
e Para cada autovetor nao nulo v € V| estd associado um tnico autovalor A € R.

De fato: Para mostramos esse fato, seja A\; € R um outro autovalor associado ao

autovetor Oy # v € V. Temos que,
Tvo=Mv e Tv= \v.

Logo,
Oy = Av— X v =(A—A)v.

Mas, como v # Oy, obtemos entao que (A — A;) = 0, ou seja, A = A;. O
e Seja A € R um autovalor de T e considere o seguinte subconjunto do espaco vetorial V' :
VIA) ={veV; Tv= v}
Entao V(A) é um subespaco vetorial de V.

De fato: Para mostramos que V(\) é um subespaco vetorial de V, observemos

primeiramente que,

T(0y) = Oy = A0y,
mostrando que Oy € V e, portanto, que V() # (). Considere agora vy, vy € V (), isto
é, T'(v1) = My e T'(vy) = Avy. Logo,

T(Ul + Ug) = T(Ul) + T(UQ) = )\Ul + /\UQ = )\(Ul + ’UQ),

mostrando que v; + vy € V(X). Finalmente, sejam v € V(\), isto é, T'(v) = \v, e a € R.
Entao,

T(aw) = oT'(v) = a(lv) = Aav),
e isto implica que awv € V. Com tudo isso, concluimos que V' (\) é um subespago vetorial

de V. [l
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Ressaltamos aqui que apesar de
Oy e VIA) ={veV; Tv= v},

para qualquer autovalor A € R de um operador linear 7" : V' — V, Oy nao é autovetor do operador

linear T.

Definicao 5.2. Sejam V' um espaco vetorial sobre R, T' : V. — V um operador linear e A € R um
autovalor de T. O subespago vetorial V() do espago vetorial V' é denominado subespago proprio, ou

autoespaco, associado ao autovalor X € R.

Exemplo 5.3. Seja T : R? — R? um operador linear definido, para todo (z,y) € R?, por

T(z,y) = (y,z).

Vamos encontrar todos os autovalores do operador linear T e posteriormente calcular o autoespaco

associado a cada autovalor.

De fato: Sejam A € R e v = (z,y) € R? um vetor nao nulo. Assim,

Tv= <= T(z,y) = Mz,y)

= (y,7) = Mz,y)

Y= A\r
<~

=Ny
=y =\

Se y = 0, entao z = 0 e, portanto, v = (0,0) e, como os autovetores devem ser nao nulos, devemos ter
y # 0. Assim, a tltima igualdade implica que A\?> = 1, ou seja, A = £1. Portanto, os inicos autovalores

deTsaoA=1e = —1.

Vamos agora encontrar os autovetores e os respectivos autoespacos associados aos autovalores A = 1

e A= —1.
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e Para A = 1, temos que y = = e x = y. Assim, os autovetores associados a A = 1 devem ser da

forma v = (z,z), com x # 0. Também,

V(1) ={(x,y) eR¥y =z ea#0}=[11)]

Vemos assim que os autovetores associados ao autovalor A = 1 sdo da forma v = z(1,1), com

x # 0.

e Para A\ = —1, temos que y = —x e, portanto, os autovetores associados a A = —1 devem ser da

forma v = (z, —z), com x # 0. Também,

V(1) ={(z,y) e Ry =~z ez # 0} =[(1,-1)].

Vemos assim que os autovetores associados ao autovalor A = —1 sdo da forma v = x(1, —1), com
x # 0.
Completamos assim o exemplo. O

Exemplo 5.4. Seja T : R? — R? um operador linear definido, para todo (z,y) € R?, por

T(l‘, y) = <_ya QZ’)

Vamos encontrar todos os autovalores da transformacao linear T e posteriormente calcular o autoespaco

assoctado a cada autovalor.
De fato: Sejam A € R e v = (z,y) € R? um vetor nao nulo. Assim,
Tv =M< T(x,y) = \Nx,y)

= (~y,7) = Mz, y)
—y =T
rT=\y

= —y = \y?

= y(\>+1)=0.

Se y = 0, entdo x = 0 e, portanto, v = (0,0) e, como os autovetores devem ser nao nulos, devemos

ter y # 0. Assim, a tltima igualdade implica que A\*> = —1, ou seja, T' nao possui autovalores no corpo
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de escalares R. Neste caso vemos entao que 7' nao possui autovalores e autovetores, completando o

exemplo. Il
Exemplo 5.5. Seja T : R® — R3 um operador linear definido, para todo (x,y,z) € R3, por
T(z,y,z) = (3x,3y, 3z).

Vamos encontrar todos os autovalores do operador linear T e posteriormente calcular o autoespaco

associado a cada autovalor.

De fato: Sejam A € R e v = (,y,2) € R® um vetor nao nulo. Assim,

Tv =X <=T(z,y,2) = \z,y, 2)

= (31,3y,32) = A(,y, 2)

4
3x = M\r
3z = \z
\
(
(B3=Nzx=0
= (B-Ay=0
| 3—=XN)z=0

Sex =y =2z=0,entdao v = (0,0,0) e, como os autovetores devem ser nao nulos, devemos ter = # 0,
ouy # 0, ou z # 0. Em qualquer um dos trés casos, devemos ter que A = 3. Portanto, o inico autovalor
de T é A = 3. Vamos agora encontrar os autovetores e o respectivo autoespaco associado ao autovalor
A = 3. Quando A = 3 vemos que para v = (x,y, z) € R? ser um autovetor devemos ter x # 0, ou y # 0,

ou z # 0. Temos entao alguns casos a considerar:

e se y = z = 0, entdao necessariamente devemos ter z # 0 e o autovetor associado a A = 3 fica da

forma

v=(z,0,0) =x(1,0,0),

para todo ntmero real x # 0;
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e se x = z = (, entao necessariamente devemos ter y # 0 e o autovetor associado a A = 3 fica da

forma
v=(0,9,0) =y(0,1,0),

para todo nimero real y # 0;

e se r = y = 0, entdo necessariamente devemos ter z # 0 e o autovetor associado a A = 3 fica da

forma

v=1(0,0,2) = 2(0,0,1),

para todo ntimero real z # 0;
e se x = 0, entao o autovetor associado a A = 3 fica da forma
v=(0,y,2) = (0,y,0) + (0,0, 2) = y(0,1,0) + 2(0,0,1),
para quaisquer numeros reais y, z € R tais que y # 0 ou z # 0;
e se y = 0, entao o autovetor associado a A = 3 fica da forma
v=(2,0,2) = (x,0,0) + (0,0, z) = (1,0,0) + 2(0,0,1),
para quaisquer nimeros reais x, z € R tais que x # 0 ou z # 0;
e se z = 0, entao o autovetor associado a A = 3 fica da forma
v=(z,y,0) = (2,0,0) + (0,y,0) = 2(1,0,0) + y(0, 1,0),
para quaisquer ntimeros reais z,y € R tais que x # 0 ou y # 0;
e sex#0,y#0ez#0, entdao o autovetor associado a A = 3 fica da forma
v=(z,9,2)0) = (x,0,0) + (0,9,0) + (0,0, 2z) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1),

para quaisquer numeros reais z,y,z € R tais que x # 0, y # 0 e z # 0.
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Dessa forma, vemos que o autoespaco associado ao autovalor A = 3 é dado por
V(3) ={(z,y,2) €R*x#0, ou y#0, ou z#0}=][(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)].
Como V(3) é um subespago vetorial de R3, com
dim(V'(3)) = 3,
entao
V(3) = R,
completando o exemplo. O
Exemplo 5.6. Seja T : R? — R? um operador linear definido, para todo (z,y) € R?, por

T(x,y) = (2z,z + 2y).

Vamos encontrar todos os autovalores do operador linear T e posteriormente calcular o autoespaco

assoctado a cada autovalor.
De fato: Sejam A € R e v = (z,y) € R? um vetor nao nulo. Assim,

Tv =M <= T(x,y) = \z,y)

— (2z,2 + 2y) = A(z,y)

2r = \x
<~

T+2y =y

(2=XNz=0
—

r+(2—-Ny=0.
Se z = 0, entdo necessariamente y # 0 e, portanto, A = 2 é um autovalor de T associado a

autovetores da forma v = y(0,1), onde y # 0 é um nimero real qualquer. Nesse caso temos que o

autoespaco associado ao autovalor A = 2 é dado entao por
V(2) = {(z,y) € R* z =0} = [(0,1)].

Quando z # 0, temos necessariamente que A\ = 2 e, portanto, substituindo o valor de A na segunda

equagao do tltimo sistema acima obtemos que x = 0, o que é um absurdo, pois ja haviamos suposto
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que x # 0. Portanto, temos que o tnico autovalor é A = 2 e o autoespaco associado ao autovalor \ = 2
¢ dado entao por

V(2) = {(z.y) € R = =0} = [(0,1)],

completando o exemplo. Il

Nos dois tltimos exemplos acima vemos que para obtermos os autovalores e calcular seus respec-
tivos autovetores precisamos, dependendo da expressao do operador linear, estudar muitos casos. A
idéia agora ¢é encontrar um método pratico para encontrar os autovalores e seus respectivos autoveto-
res. Do capitulo anterior sabemos que para cada operador linear estd associada uma tnica matriz e,
reciprocamente, para cada matriz podemos associar um tnico operador linear. Vamos agora introduzir
o conceito de autovalores e autovetores para matrizes com entradas reais. Sejam V um espaco vetorial,
de dimensao finita n € N, sobre o corpo de escalares K =R e A € M, (R) uma matriz quadrada dada.

Fixemos B uma base de V' e consideremos o operador linear T4 : V' — V definido, para todo u € V| por

Ja vimos no capitulo anterior que [T4]p = A. Sejam A € R um autovalor de Ty e v # 0y um respectivo
autovetor, isto €,
Ta(v) = Av.
Assim,
Alvlp = [Ta(v)]s = [M]p = Alv]s.
Definigao 5.7. Sejam A € M, (K) uma matriz quadrada dada, V = K" um espago vetorial de dimensao

finita n € N, sobre K. Se existirem A € K ev € V =K", com v # Oy, tais que,
A[’U]B == /\[U]B,
onde B ¢ uma base firada de V = K", diremos que X\ € K é um autovalor de A e que v # 0y € um

autovetor de A associado ao autovalor ).

Seja A € K um autovalor de uma matriz quadrada A € M,,(K) e considere o seguinte subconjunto

do espaco vetorial V = K", de dimensao finita n € N, sobre o corpo de escalares K :

V(A ={veV; Av]g = A\[v|s},
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onde B é uma base fixada do espaco vetorial V' = K". Entao, usando propriedades de matrizes e
a unicidade das coordenadas de elementos do espaco vetorial, com relacao a base fixada, podemos
mostrar que V' (\) é um subespaco vetorial de V' = K", o qual também serd denominado subespago
proprio de V' = K™ associado a A, ou autoespago associado a .

Vejamos agora um exemplo de como calcular os autovalores, e seus respctivos autovetores, de uma
matriz quadrada dada. Faremos apenas exemplos onde o corpo de escalares K = R, pois o objetivo é
entender os conceitos apresentados e nao nos preocuparmos com o corpo de escalares que esta sendo

utilizado.

Exemplo 5.8. Considerando V = R?, vamos encontrar os autovalores, e seus respectivos autovetores,

da matriz

A:
5 4

De fato: Escolhendo B a base candnica de V = R? temos, para todo v = (z,y) € R?, que

x
[vle = [(z,y)]5 =
Y
Logo, para A € R, temos que
1 2 T z
A[’U]B:A[U]B<:> =
5 4 Y Y
x + 2y AT
< =
oxr + 4y Ay
T+2y= Xz
Sx + 4y = \y

(1-Nz+2y=0
b+ (4 — Ny =0.

Assim, v = (z,y) # (0,0) é um autovetor associado a A\ € R se, e somente se, o ultimo sistema acima

possui uma solucao nao nula, mas isso acontece se, e somente se, o determinante dos coeficientes do
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sistema ¢ nulo, isto é,

(1—=2X) 2
det =0,
5 (4—-2X)
ou seja, se existir A € R tal que
M —5X—6=0.
Mas isso acontece se, e somente se, A = 6 ou A = —1. Portanto, A = 6 e A = —1 sao os unicos autovalores

da matriz A. Vamos agora encontrar os autovetores associados a cada um desses autovalores. Para A = 6

temos que, (z,y) # (0,0) é um autovetor se, e somente se,

1 2 T z
Alv|p = 6[v|p = =6
5 4 Y Y
T+ 2y 6x
e =
dxr + 4y 6y
x+ 2y = 6z
<
or + 4y = 6y
-5+ 2y =0
<
or — 2y =0
<~ —ELL‘
y_2 *

Logo, (z, gx) € R?, para todo x # 0, é um autovetor associado ao autovalor A = 6 e o autoespaco

associado a A = 6 é dado entao por
2 5
V(6) = {(x,y) € Ry = 2o} = [(2,5)]

Para A = —1 temos que, (z,y) # (0,0) é autovetor se, e somente se,
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1 2 T x
A[’U]B——l[U]B<:> =—-1
5 4 Y Y
T+ 2y —
<~ =
or + 4y —y
T+ 2y=—x
or +4y = —y
20 +2y=0
<~
ox + 5y =0
= y=-—u
Logo, (z,—z) € R? para todo x # 0, é autovetor associado ao autovalor A = —1 e o autoespago

associado a A = —1 é dado entao por

V(=1) = {(z,y) € R%y = —z} = [(1, -1)],

completando o exemplo. O

Nos exemplos estudados nesta secao vemos que para obtermos os autovalores e calcular seus res-
pectivos autovetores precisamos, dependendo da expressao do operador linear, estudar muitos casos. A
idéia agora ¢é encontrar um método pratico para encontrar os autovalores e seus respectivos autovetores.
O 1ultimo exemplo, de certa forma, nos dd um método préatico para procurarmos os autovalores, e os
respectivos autovetores, de operadores lineares. Observe que dado um operador linear em um espaco
vetorial de dimensao finita, fixado uma base para este espago vetorial, encontramos a matriz do operador
linear e para esta matriz encontramos os autovalores, e seus respectivos autovetores. Esses autovalores
e autovetores serao os autovalores e os autovetores do operador linear. Trataremos deste método na

proxima secao.

5.2 Polinomios Caracteristicos

Encontramos os autovalores, e respectivos autovetores, de um determinado operador linear, definido

em um espaco vetorial de dimensao finita, pode ser muito dificil se a regra que define este operador
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linear for complicada e, também, se a dimensao do respectivo espaco vetorial for grande. Vamos agora
introduzir um método que simplifica este processo. Para melhor entendermos esse método, vamos

comegar com um exemplo.

Exemplo 5.9. Seja V = R? e consideremos a matriz

4 20
A= -1 1 0
0 1 2

Vamos encontrar os autovalores e os autovetores de A.

De fato: Queremos encontrar A € R e v € R?® um vetor nao nulo tal que

onde B é a base canonica de V = R3. Mas,
0
Alvlg = Mu|p <= Afv|p = ML [v]p <= (A= A[)[vl]p =0rs = | 0 |,
0
onde I3 denota a matriz indentidade de ordem n = 3. Assim, A € R é um autovalor associado ao

auovetor v # Ogs se, e somente se,

4 20 1 00 x _O
(|l-1r10[=Xx]0o10|)|y]|=1]0]:
0 1 2 0 01 z 0
ou seja, se, e somente se, )
4—-—XN 2 0 x O_
1 1-=x 0 yl=10]- (5.1)
0 1 2—A z 0

Sabemos que o sistema matricial acima possui uma solucao nao nula se, e somente se,

4-x 2 0
det | —1 1-X 0 |=det[A—\3] =0, (5.2)
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Calculando esse determinante obtemos a seguinte equagao do terceiro grau na variavel \ :
N —TA2 4160 — 12 = (A —2)(\> =5\ +6) = 0.

As tnicas raizes da equacgao do terceiro grau acima sao A\ = Ay = 2 e A3 = 3. Dessa forma concluimos
que os unicos autovalores da matriz A sao A =2e X\ = 3.

Vamos agora encontrar os autovetores associados a cada um desses autovalores. Para fazermos isso
substituimos o valor do autovalor em ([5.1)) e resolvemos o sistema matricial.

Para A = 2 temos

4—-2 2 0 x 0 2 2 0 x 0
-1 1-2 0 y|=10]|<~—] -1 -1 0 y| =160
0 1 2—-2 z 0 0O 1 0 z 0

'2x+2y:0

<~ —z—y=20

y = 0.

Logo, v = (x,y,2) € R® é um autovetor associado ao autovalor A = 2 se, e somente se, v = y = 0 e

z € R é um ntumero real nao nulo. O autoespago associado a A = 2 ¢ dado entao por
V(2) ={(z,y,2) e R}z =y =0} =[(0,0,1)].

Para A = 3 temos

4-3 2 0 x 0 12 0 x 0
-1 1-3 0 y| =10+~ -1 =2 0 y| =180
0 1 2-3 z 0 0o 1 -1 z 0
(
r+2y=0
| Yy—== 0.
Logo, v = (z,y,2) € R® é um autovetor associado ao autovalor A = 3 se, e somente se, z = —2y, e

z =y ey € R é um nimero real nao nulo. O autoespaco associado a A = 3 é dado entao por

V(3) ={(z,y,2) eER%w = -2y e z=y} =[(-2,1,1)],
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completando o exemplo. O

O exemplo acima nos da um método para encontrar autovalores, e seus respectivos autovetores, de
matrizes. Vale observar que neste exemplo o autovalor A = 2 é uma raiz de multiplicidade 2 da equagao
do terceiro grau que tivemos que resolver para encontrar os autovalores da matriz, enquanto que a
dimensao do autoespago associado ao autovalor A = 2 ¢ igual a 1, este fato serd de suma importancia
quando formos verificar quando uma matriz ¢ ou nao diagonalizavel. O Exemplo motiva a seguinte

defini¢ao:

Definigao 5.10. Sejam A € M, (K) uma matriz dada, e K um corpo de escalares. Definimos o

polinomio caracteristico da matriz A por
pa(N) =det(A — \I,). (5.3)

Com os mesmos argumentos utilizados no Exemplo obtemos que as raizes do polinémio ca-
racteristico da matriz A, quando existem, sao exatamente os autovalores de A. Quando o polinomio
caracteristico nao possuir raizes, a matriz A nao possui autovalores e, portanto, também nao possui
autovetores. Observemos aqui que como a matriz tem entradas no corpo de escalares K sempre vamos
procurar os autovetores, associados a cada um dos autovalores encontrados, no espago vetorial K" e,
a menos que se explicite uma outra base, vamos sempre considerar a base canonica para este espago
vetorial. Portanto, para encontrarmos esses autovetores precisamos encontrar um elemento v € K" ,

nao nulo, tal que,

(A= \,)[v]p =¥, (5.4)
onde ¥ € M,.1(K) denota a matriz nula.
Exemplo 5.11. Seja
-3 4
A= € My(R).
-1 2

Vamos encontrar, se possivel, os autovalores, e seus respectivos autovetores, da matriz A.

De fato: Para encontramos os autovalores de A vamos procurar as raizes do polinomio caracteristico
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de A. Temos que,

pa(h) = det(A — AL)

-3 4 10
det( - A )
-1 2 0 1
-3 — 4
= det
-1 2—A
=N +A-2.
Logo,
paA) =0<= N +A-2=0<=A=1 ou A= -2
Portanto, os tinicos autovalores sao A =1e A = —2.

Vamos agora encontrar os autovetores associados a cada um dos autovalores encontrados acima.

Seja entao v = (z,y) € R? um elemento nao nulo. Temos que

x
[U]B = )
Y
onde B é a base canonica do espaco vetorial real R2.
Para A\ = 1, utilizando (/5.4 obtemos que

-3-1 4 x 0 —4 4 T 0
= = = =y =1

-1 2-1 Yy 0 -1 1 Yy 0

Logo, v = (x,y) € R? é um autovetor associado ao autovalor A = 1 se, e somente se, y = x, com
0 # x € R sendo um ntmero real nao nulo qualquer, ou seja, v = (z,z) € R?, com x # 0. O autoespaco

associado ao autovalor A = 1 é dado entao por

V(1) ={(z,y) €R% y=a} =[(1,1)].
Para A\ = —2, utilizando (/5.4 obtemos que

—34+2 4 T 0 -1 4 T 0
-1 2+2 Yy 0 -1 4 Y 0
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Logo, v = (x,y) € R? é um autovetor associado ao autovalor A = —2 se, e somente se, * = 4y, com
0 # y € R sendo um ntimero real nao nulo qualquer, ou seja, v = (4y, y) € R?, com y # 0. O autoespago

associado ao autovalor A = —2 ¢é dado entao por
V(=2) = {(z,y) € R* z =4y} =[(4,1)],

completando o exemplo. O

Vamos agora adaptar este método para encontramos, quando possivel, os autovalores, e seus res-

pectivos autovetores, de operadores lineares definidos em espacos vetoriais reais de dimensao finita.

Definicao 5.12. Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao finita, dimV =n, e T : V — V um
operador linear. Definimos o polinomio caracteristico do operador linear T como sendo o polinomio

caracteristico da matriz de T' em relacdo a uma base B do espaco vetorial V, isto €,
pr(A) = det([T)g — A,),
onde I,, denota a matriz identidade de ordem n € N.

Quando olhamos a definicao acima, uma pergunta surge imediatamente: o polindomio caracteristico
de operadores lineares definidos em espacos vetoriais reais de dimensao finita depende da base escolhida
para o espaco vetorial? A reposta é negativa e para provarmos esse fato, vamos demonstrar primeiro

um lema técnico.

Lema 5.13. Se A, B € M,(R) sdo duas matrizes semelhantes, isto €, se existe uma matriz inversivel

M € M, (R) tal que B= M~YAM, entdo elas possuem o mesmo polinémio caracteristico.

Demonstracao: Sejam A, B € M,,(R) duas matrizes semelhantes. Entao, existe uma matriz inversivel

M € M,(R) tal que B= M~'AM. Logo, det M # 0 e,

det(M ™) = (det M)~
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Assim,
pe(A) = det(B — \I,) = det(M 1AM — \I,,)
=det(M'AM — M\, M)
=det(M (A — \I,)M)
=det(M 1) det(A — \I,,) det M
= det(A — AI,,) det(M ") det M
=det(A — \I,,)
=pa(N),
provando o lema. [ |

Teorema 5.14. Se V' é um espaco vetorial real de dimensao finita, dimV =n, eT : V — V € um
operador linear, entao o polinomio caracteristico do operador linear T' independe da base escolhida para

o espaco vetorial V, e suas raizes em R sdo exatamente os autovalores do operador linear T.

Demonstragao: Mostraremos apenas que o polinomio caracteristico do operador linear 7" independe
da base escolhida. Para fazermos isso, sejam B e C duas bases quaisquer do espago vetorial real V.

Usando a féorumla para o calculo da matriz da composta de transformagoes lineares, temos que
[Tp=[IoTollp=[IoTol "]y =[[T]clI""]¢,

onde I : (V, B) — (V,C) denota o operador identidade. Chamando de M = [I7!]8 e, lembrando que

obtemos que

[T]p = M [T]eM.

Assim, concluimos que as matrizes do operador linear T nas bases B e C' do espago vetorial real V'
sao semelhantes e, portanto, o lema [5.13| implica que o polindomio caracteristico do operador linear T'
independe da base escolhida.

A demonstragao da outra parte pode ser encontrada em CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA na
pagina 249. [ ]
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O teorema acima nos fornece um método mais rapido e eficiente para encontrar, quando existem, os
autovalores de operadores lineares definidos em espacos vetoriais de dimensao finita. Para encontrarmos
os respectivos autovetores, procedemos da seguinte maneira: fixemos uma base B do espaco vetorial
real V, com dimV = n. Para um elemento nao nulo v € V ser um autovetor de 7" associado a um
autovalor A € R devemos ter que,

Tv=\v<= [Tv]p = [\]p
> [T]s[v]s — [A]p = Onx1
< [T]s[v]s — Alv]p = Onxa
<~ ([T — M,)[v]B = Opnx1-

Logo v € V é um autovetor de T associado a um autovalor A € R se, e somente se,
([T]p = M) wls = Onx1, (5.5)

onde I,, denota a identidade de ordem n e 0,,x; denota a matriz nula de ordem n x 1.
Nos exemplos que seguem estaremos sempre considerando a base candnica dos espagos vetoriais

utilizados.

Exemplo 5.15. Consideremos o espaco vetorial V =R3 e definamos um operador linear T : R? — R3,

para todo (z,y,2) € R3, por
T(z,y,z) = 3z — 3y — 42,3y + 5z, —z).
Vamos encontrar os autovalores, e seus respectivos autovetores, do operador linear T
De fato: Primeiramente, vamos encontrar a matriz, na base canonica
B =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},

do operador linear 7'. Temos,

T(1,0,0) = (3,0,0) = 3(1,0,0) + 0(0, 1,0) + 0(0,0, 1)
T(0,1,0) = (—3,3,0) = —3(L1,0,0) + 3(0,1,0) + 0(0, 0, 1)

T(0,0,1) = (—4,5,—1) = —4(1,0,0) + 5(0, 1,0) + —1(0, 0, 1).
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Logo, a matriz de T na base canonica do R? é dada por

3 -3 —4
Tlg=10 3 5
0 0 -1

Assim, os autovalores de T sao exatamente as raizes do polinomio caracteristico que é dado por

pT(A) = det([T]B — )\13)

3 -3 —4 1 00
det(| 0 3 5 |[—=A|0o10])
0 0 — 001
—4
= det 5
—1-A
—A).
Dessa forma vemos que as raizes do polnomio caracteristico de T' sao Ay = Ay = 3 e A3 = —1. Portanto,
os unicos autovalores do operador linear 7" sao A =3 e A = —1.

Vamos agora encontrar os autovetores associados a cada um desses autovalores. Seja v = (z,y, 2)

R3 um elemento nao nulo. Entao

v = (Jf,y, Z) - ZL’(l,0,0) + y(07 170) + 2(0707 1);

ou seja,

vlp=]y

z

Para A = 3, utilizando (5.5)), temos que v = (z,y,z) € R*® é um autovetor de T associado ao



Introducao a Algebra Linear

autovalor A = 3 se, e somente se,

([T]p — 3I3)[v]p = O3x1 <=

(

\

0 -3 —4 x
0 0 5 Y
0 0 —4 z

-3y —42=0
oy =0
—4z = 0.

279

T 0
y | =10
z 0

Logo, v = (z,y,2) € R® é um autovetor associado ao autovalor A = 3 se, e somente se, y = z = 0

e r € R é um ntimero real nao nulo qualquer, ou seja, v = (2,0,0) € R3, com z # 0. O autoespaco

associado ao autovalor A = 3 é dado entao por

V(3) ={(z,y,2) €R% y=2=0} =[(1,0,0)].

Para A = —1, utilizando (5.5)), temos que v = (z,y,2z) € R® é um autovetor de T associado ao
autovalor A = —1 se, e somente se,
| 3+1 =3 —4 x 0
([T — (=) 13)[v]s = 03x1 < 0 341 5 y| =10
0 0 —-1+1 z 0
[ 4 -3 —4 T 0
|0 4 5 Y 0
0 0 0 z 0
4dr —3y —42=10
<~
4y +52=0
)= 82
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L

Logo, v = (z,y,2) € R3 é um autovetor associado ao autovalor A = —1 se, e somente se, x = 6%
y = —gz e z € R é um nimero real ndo nulo qualquer, ou seja, v = (1—16,2, %52, z) € R3 com z # 0. O
autoespaco associado ao autovalor A = —1 é dado entao por

V(=1) ={(z,y,2) €R? 2 = %z e y= —Zz} = [(1,—-20,16)],
completando o exemplo. O

5.3 Diagonalizacao de Operadores Lineares

O objetivo principal dessa secao é encontrar condigoes para que matrizes associadas a operadores
lineares definidos em espacos vetoriais reais de dimensao finita sejam diagonais.

Observemos que se T : V' — V é um operador linear definido em um espaco vetorial real V' de
dimensao finita e A € R é um autovalor deste operador linear, associado a um autovetor nao nulo v € V,
entdao T'(v) = Av e, portanto, se este autovetor for um elemento de uma base para o espaco vetorial,
quando formos escrever T'(v) em funcdo desta base todos os coeficientes deverao ser iguais a zero, exceto
o que multiplica o préprio autovetor e assim, na coluna j € N (coluna associada a esse autovetor) da
matriz do operador linear 7', em relagao a essa base, todas as entradas serao nulas exceto a posicao j7,
que serd igual a A € R. Assim, se conseguirmos encontrar uma base para o espaco vetorial V' formada
apenas por autovetores de T, a matriz do operador linear 7', com relagao a essa base, sera diagonal e
os elementos da diagonal serao os respectivos autovalores de T.

Vamos comecar esta secdo com um lema que mostra que autovetores associados a autovalores

distintos de um operador linear sao linearmente independentes.
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5.4 Exercicios Propostos

1. Encontre os autovalores e os autovetores do operador linear 7' do R? definido por:

(a) T(x,y) = (x +y, 2 —y);
(b) T(z,y) = (==, —y);
(c) T(1,0) = (0,—1) e T(0,1) = (1,0).
2. Encontre os autovetores e os autovalores do operador linear 7" do R3, definido por:
(a) 7(1,0,0) = (2,0,0), 7(0,1,0) = (2,1,2) e T(0,0,1) = (3,2, 1);

(b) T(1,0,0) = (0,0,0), T(0,1,0) = (0,0,0) e T(0,0,1) = (5,—1,2).

3. Determinar os autovalores e os autovetores do operador linear 7' do R?* cuja matriz em relacao a
3 00

base canonica seja:

o o O
o O W=
S = O

0
0
3

4. Determinar o polinomio caracteristico e os autovalores do operador linear T" : V. — V que ¢é
definido em uma base B = {ej,es,...,e,} por T(e;) = \e;, para todo i = 1,2,...,n, onde

A gy A, €R.

5. Calcular o polinomio caracteristico, os autovalores e seus respectivos autovetores da matriz

[ e BN RN V)
S O N =
=)
=~ = O O
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10.

11.

12.

11
Seja a matriz de um operador linear do R?. Encontre os autovalores deste operador.

0 1
Existem, nesse caso, dois autovetores linearmente independentes? Justifique a sua resposta.

Seja T : R? — R? definido por T'(z,y) = (y,2y). Mostre que A = 2 é um autovalor de T e que

elementos da forma (x,2x) sdo os autovetores correspondentes.

Encontre a transformacao linear 7' : R? — R2, tal que T tenha autovalores —2 e 3, associados

respectivamente a autovetores da forma (3y,y) e (—2y,y).
Seja T': V — V um operador linear.

(a) Se A =0 é autovalor de T, mostre que T' nao é injetora;

(b) A reciproca é verdadeira? Ou seja, se T é nao injetora, entdo A = 0 é autovalor de T7

Justifique suas respostas.
(¢) Sejam vy € V), e vy € V), dois autovetores associados a autovalores A; e Ay distintos. Mostre

que vy e vy sao LI

Encontre, se possivel, uma matriz M € Myyo(R), inversivel, de tal maneira que M TAM seja

diagonal, onde

2 4 3 -2
(a) A= o () A=
3 13 2 1

Encontre, se possivel, uma matriz M € My,4(R), inversivel, tal que M 1AM seja diagonal, onde

015 9

21 6 8
A—

000 3

001 -2

Encontre, se possivel, uma matriz M € Mz, 3(R), inversivel, tal que M 1AM seja diagonal, onde
2 0 4

A= 3 -4 12
1 -2 5
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13. Para quais valores de a as matrizes A = e B = sao diagonalizaveis? Justi-
0 a 01
fique a sua resposta.
3 -1 -1
14. Achar uma matriz diagonal semelhante & matriz A = -6 1 2
2 1 0

15. Estudar, quanto a possibilidade de diagonalizagao, as matrizes:

1 2 -2 1 00
(a)A=1] 21 -2 |; b)yB=| m 2 0
2 2 -3 n 0 2
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