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Máximos e mínimos de Funções:

Uma das aplicações de derivada é encontrar o valor máximo e o valor mínimo de uma função.
Veremos a de�niçao de máximo e mínimo e os Teoremas que relacionam derivada, máximo e
mínimo de uma função, depois como calcular no SageMath.

De�nição 1: Sejam f uma função, A ⊂ Df e p ∈ A. Dizemos que f(p) é o valor máximo de
em A ou que p um ponto de máximo de f em A se f(x) 6 (p) para todo x em A. Se f(x) > f(p)

para todo x em A, dizemos então que f(p) é o valor mínimo de f em A ou que p é um
ponto de mínimo de f em A

De�nição 2: Sejam f uma função e p ∈ Df . Dizemos que f(p) é o valor máximo global de f
em A ou p um ponto de máximo global de f se, para todo x em Df , f(x) 6 (p). Se, para todo x

em Df , f(x) > f(p), diremos então que f(p) é o valor mínimo global de f ou que p é um
ponto de mínimo global de f

De�nição 3: Sejam f uma função e p ∈ Df . Dizemos que f(p) é o ponto máximo local de f
se existir r > 0 tal que

f(x) 6 (p)
para todo x em ]p− r, p+ r[ ∩ Df . Por outro lado, dizemos que p é o ponto de mínimo local

de f se existirr > 0 tal que
f(x) > f(p)

para todo x em ]p− r, p+ r[ ∩ Df .

Teorema 1: Seja f uma função derivável em p, onde p é um ponto interior a Df . Uma condi-
ção necessária para que p seja ponto de máximo ou de mínimo local de f é que

f ′(p) = 0.

Teorema 2: Sejam f uma função que admite derivada de 2° ordem contínua no intervalo aber-
to I e p ∈ I.

a)f ′(p) = 0 e f ′′(p) > 0 ⇒ p é ponto mínimo local.
b)f ′(p) = 0 e f ′′(p) < 0 ⇒ p é ponto máximo local.



Máximo e mínimo no SageMath

Para facilitar, você pode copiar as áreas em azul e verde, colar no SageMath e substituir as
verdes pelas informações que você tem, como a função, o ponto, o intervalo etc.

Para encontrar os máximos e mínimos de uma função devemos:
f(x) = definaf(x)
diff(f ,x)
Agora, ao usarmos o comando solve e pelo Teorema 1 teremos em quais pontos a derivada

de f resulta em zero.
solve(diff(f ,x),x)
Precisamos encontrar a derivada de segundo grau para saber se temos ponto máximo ou

mínimo.
h(x) = diff(f ,x,2)
Agora calcularemos f ′′(x) do(s) valore(s) de x dado(s) no solve e utilizaremos o Teorema 2

para saber se é ponto de máximo ou de mínimo, se o resultado foi maior que zero, o ponto do
solve é ponto de mínimo, se for maenoz que zero, o ponto do solve é ponto de máxima.

h(x1 do solve )
h(x2 do solve)
...
Podemos plotar o grá�co para facilitar a visualização
plot(f ,x,ymin =valor minímo y,ymax =valor máximo y)+ point(x,f(x))

Exemplo 1

Encontre o(s) máximo(s) e o(s) mínimo(s) local(ais) da função f(x) = x3 + 4x2

Note que h(−8
3
) = −8 < 0, logo (−8

3
, f(−8

3
)) é um ponto de máximo local de f .

Além disso, h(0) = 8 > 0, logo (0, f(0)) é um ponto de mínimo local de f .
O grá�co é uma ótima ilustração dessa situação, veja:



Exemplo 2

Encontre o(s) máximo(s) e o(s) mínimo(s) local(ais) da função f(x) =
1

x4 + 2x3 + x2 + 1

Note que h(−1
2
) = 258

289
> 0, logo (−1

2
, f(−1

2
)) é um ponto de mínimo local de f .

Além disso, h(−1) = −2 < 0, logo (−1, f(−1)) é um ponto de máximo local de f .
Também temos que, h(0) = −2 < 0, logo (0, f(0)) é um ponto de máximo local de f .
O grá�co é uma ótima ilustração dessa situação, veja:
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