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A construgao do conjunto dos nimeros inteiros e do conjunto dos nimeros

racionais

Sandro Marcos Guzzo — Email: smguzzo@gmail.com

Resumo: A construgao dos conjuntos numeéricos é um assunto classico na matematica,
bem como o estudo das propriedades das operacoes definidas sobre estes conjuntos.
Em geral, em um primeiro curso de dlgebra ou de andlise real, comumente oferecido
aos alunos dos cursos de graduacao em matematica, os estudantes se familiarizam
com a construgao dos conjuntos dos nimeros inteiros, dos niimeros racionais e dos
numeros reais. Neste trabalho usaremos o conjunto dos niimeros naturais para cons-
truir o conjunto dos niimeros inteiros e o conjunto dos nimeros racionais. Também,
definiremos a adig@o e a multiplicacdo nestes conjuntos e provaremos as propriedades
que tornam o conjunto dos numeros inteiros um anel de integridade e o conjunto dos
numeros racionais um corpo.

Palavras-chave: Numeros inteiros; Nimeros racionais; Classes de equivaléncia.

1. Introducgao

A construcao dos conjuntos numéricos Z, Q e R é parte da ementa das disciplinas de
algebra e/ou andlise real de muitos cursos de graduagdo em matemadtica. Assumindo a
existéncia do conjunto dos numeros naturais, pode-se construir o conjunto dos nuimeros
inteiros, e verificar que este novo conjunto é um anel de integridade sob as operacgoes de
adicao e multiplicacao nele definidas. De posse do conjunto dos nimeros inteiros pode-se
construir o conjunto dos nimeros racionais, e verificar que este novo conjunto é um corpo
sob as operacgoes de adicao e multiplicacao.

A abordagem cléssica para estas duas construcoes é o uso de relacées de equivaléncia e
classes de equivaléncia. Ao leitor com pouca familiaridade com estes dois conceitos recomen-
damos (DOMINGUES HYGINO H. & IEZZI, 1982).

Neste texto temos o objetivo de construir os conjuntos dos ntimeros inteiros e dos niimeros
racionais, a partir do conjunto dos ntimeros racionais. Esta construgao segue as ideias men-
cionadas em (SAH, 1967).

Vamos considerar conhecido o conjunto dos niimeros naturais. O conjunto dos ntimeros
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naturais, neste texto, sera considerado
N=1{0,1,2,3,4,5,...}

e dotado de duas operacoes + e -, chamadas respectivamente de adicao e de multiplicacao,

sobre as quais incidem as seguintes propriedades para quaisquer m,n,r € N:
i) (Comutatividade de +) m +n =n+m,
i1) (Associatividade de +) (m +n)+r=m+ (n+r),
i71) (Existéncia de elemento neutro para +) m +0 =0+ m =m,
iv) (Lei do cancelamente para +) Se a +m = a + n entdo m = n,
v) (Comutatividade de -) m-n =n-m,
vi) (Associatividade de -) (m-n)-r=m-(n-r),
vii) (Existéncia de elemento neutro para -) m-1=1-m =m,
viii) (Distributividade de - em relagdo a +) m-(n+r)=m-n+m-r,
iz) m-n =0 se e somente se m =0 oun =0,
x) (Lei do cancelamento para -) Se a-m =a-n e a # 0 entdo m = n.

O conjunto dos nimeros naturais é também dotado de uma relagao de ordem total. A
notagdo m < n significa que m precede n, ou que n sucede m, pela relacao de ordem.
Escrevemos m < n para dizer que m < n ou m = n. Mais precisamente, a relagao é dada
por

a<b & a+k=0b paraalgum keN,

a<b & a+k=0b, paraalgum ke N-—{0}.

Neste texto (e comumente na matemadtica) usaremos a notacado de multiplicagdo suben-
tendida. Escreveremos simplesmente mn para representar m - n. Escreveremos também N*

para representar N — {0}.
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2. Construcgao do conjunto dos niimeros inteiros

A ideia da construgao do conjunto dos niimeros inteiros é definir um nimero inteiro como
sendo a diferenca entre dois niimeros naturais. Assim, se z € Z entao z = a —b para a,b € N.
Dois problemas aqui ocorrem. Primeiro a diferenca nao é uma operacao sobre o conjunto dos
ndmeros naturais, e entao para contornar isto, o niimero inteiro z serd associado a um par
(a,b) com a,b € N. A ideia é que este par represente o nimero a — b. O segundo problema é
que, desta forma, um niimero inteiro z pode ser escrito de muitas maneiras como diferenca
de dois ntimeros naturais, e entao temos que trabalhar com classes de equivaléncia.

Vamos aos detalhes técnicos desta construcao. Considerando o conjunto N x N, definimos

a relacao ~ dada por
(a,b) = (z,y) se, e somente se, a+y=x+0b.

Aqui, + é a operacao de adicao de nimeros naturais, sobre a qual incidem as propriedades
citadas anteriormente. Vamos mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia. Dado qualquer
(a,b) € N x N, temos claramente que a + b = a + b, donde (a,b) = (a,b). A relacdo ¢é
entao reflexiva. Sejam agora (a,b), (z,y) € N x N; tais que (a,b) ~ (z,y). Da definigdo da
relacao temos que a + y = x + b e claramente isto significa também que z + b = a + y donde
(z,y) = (a,b). A relagao é também simétrica. Agora, sejam (a, b), (x,y), (m,n) € N x N tais
que (a,b) =~ (z,y) e (x,y) =~ (m,n),isto é a+y =z +bex+n=m+y. Das propriedades
da adi¢@o de ntmeros naturais, podemos deduzir que a+y+n = (a+y)+n= (r+b)+n =
(x+n)+b=(m+y)+b=m+y+b Pelalei do cancelamento de nimeros naturais pela
operagao de adigao, temos que a +n = b+ m, donde (a,b) = (m,n) e a relagao é transitiva.
Segue que &~ e uma relagao de equivaléncia sobre N x N.

Consideremos o conjunto quociente de N x N pela relacao =2, isto é, o conjunto de todas

as classes de equivaléncia determinadas pela relacao ~ em N x N. Seja entao

_NXN

~

Z :{W; (a,b)eNxN}.

O conjunto Z sera, deste ponto em diante, chamado de conjunto dos nimeros inteiros, e

um elemento deste conjunto é um numero inteiro, ou simplesmente um inteiro. Lembremos

ainda que (a,b) = {(z,y) e NxN; (z,y) =~ (a,b)}, e como ja sabemos,

(a,0) =(z,y) & (ab)elry) & (@b)=~(@y & aty=z+b.

Definiremos em Z duas operagdes chamadas de adi¢do (ou soma) e multiplicacdo (ou
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produto) representadas respectivamente por + e -, e dadas por

(a,b) + (z,y) = (a +z,b+ y),

(a,b) - (z,y) = (ax + by, ay + bx).

Aqui, estamos usando no segundo membro destas defini¢oes, a notacao + para designar
a adicao de ntimeros naturais, e a notagao ax para designar a multiplicacao a - x de niimeros
naturais.

Em primeiro lugar temos que verificar que a adicao e a multiplicacao de niimeros inteiros
estao bem definidas. Isto porque no primeiro membro da defini¢ao, temos uma classe m
que é na verdade um conjunto de varios elementos relacionados entre si por =, enquanto
no segundo membro temos os elementos a e b. Isto significa que usamos o par (a,b) como

representante da classe (a, b), e precisamos ter certeza que esta escolha nao afeta as operagoes.

Proposicao 2.1. As operagoes + e - definidas no conjunto dos nimeros inteiros, nao de-

pendem da escolha do representante das classes.

Demonstracao: Sejam (a,b), (¢, d), (z,y), (z,w) € Z, de forma que (a,b) ~ (¢,d) e (z,y) ~

(z,w). Da defini¢ao da relacao temos que a +d = b+ ¢ e também x +w = y + z. Segue que

(a+2)+(d+w)=(a+d)+(x+w)=(c+b)+y+2)=(c+2)+(b+y),

donde (a + x,b+y) = (c+ z,d + w), ou ainda, (a + z,b+y) = (¢ + z,d + w). Entao

(a,b) + (z,y) = (a+z,b+y) = (c+ 2z, d+w) = (¢,d) + (z,w),
e a adicao estd bem definida. Também, temos que
(a+d)z+(c+b)y+clr+w)+dly+2) = (c+ bz +(a+dy+cly+2) +dz+w),
ou
ar +dr+cy+by+cr+cw+dy+dz=cr+bxr+ay+dy+cy+cz+ dr + dw.
Da lei do cancelamento para a adigao de ntimeros naturais, resta que

ar + by + cw 4+ dz = bx + ay + cz + dw,
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ou ainda,

(azx + by) + (cw + dz) = (cz + dw) + (ay + bx),

e da definicao da relagao temos que,

(ax + by, ay + bzx) = (cz + dw, cw + dz),

donde segue que,

(a,b) - (z,y) = (ax + by, ay + bx) = (cz + dw, cw + dz) = (¢,d) - (z,w),

e a multiplicacao também estd bem definida.
|
Vamos agora mostrar propriedades importantes sobre as operagoes + e - no conjunto Z.

Propriedades estas que fazem deste conjunto um anel de integridade.

Proposicao 2.2. A adicao de nimeros inteiros € associativa e comutativa.

Demonstra¢ao: Dados entao (a,b), (z,y), (m,n) € Z arbitrarios, temos que

(a,b) + ((m,y) + (m,n)) =(a,b)+ (x +m,y +n)

=(a+(x+m),b+(y+n))=(a+x)+m,(b+y)+n)

=(a+x,b+y)+ (m,n) = ((a,b) + (a:,y)) + (m,n),

que mostra que a adicao é associativa. Também

(a,b) + (z,y) = (a+z,b+y) = (x+a,y+b) = (z,y) + (a,b),

mostrando que a adi¢ao é comutativa.

Proposicao 2.3. A adicao admite um elemento neutro em 7Z.

Demonstragao: Queremos encontrar um elemento 0z = (z,y) € Z que deve satisfazer

a igualdade (a,b) + (z,y) = (x,y) + (a,b) = (a,b) para todos (a,b) € Z. Como a adigao é
comutativa, vamos nos preocupar apenas com uma das igualdades. A outra serd consequéncia

direta da comutatividade.

A classe (z,y) procurada deve satisfazer entdo (a + z,b+y) = (a,b). Da definigao de
classe de equivaléncia, temos (a + x,b+y) ~ (a,b) e da defini¢ao da relagao, segue que z e y

devem satisfazer a+x+b = b+y+a. Da lei do cancelamento da adi¢cao de niimeros naturais,
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temos que z = y. Ou seja, 0z = (x,y) é uma classe de equivaléncia, onde os representantes

sao pares ordenados com coordenadas iguais. De fato, dado qualquer n € N, e qualquer

(a,b) € Z, temos que (a+n)+b=a+ (b+n), donde (a +n,b+n) = (a,b), e disto, temos

(n,n)+ (a,b) = (a +n,b+n) = (a,b).

Segue portanto que Oz = (n,n) para qualquer n € N.
|

O elemento 0z da Proposicao anterior, sera representado apenas por 0 e chamado de zero.

Teorema 2.4. Todo niumero inteiro admite simétrico para a operacao de adi¢ao.

Demonstra¢ao: Dado (a,b) € Z queremos mostrar que existe (z,y) € Z que satisfaz

(a,b) + (x,y) = (z,y) + (a,b) = 0 = (n,n) qualquer que seja n € N. Vamos mostrar apenas

a ultima igualdade e a comutatividade da adi¢ao garantira a primeira igualdade.

Queremos entao que (x,y) € Z satisfaca (x + a,y +b) = (n,n), que pela igualdade de

classes de equivaléncia significa que x + a +n = y + b + n. Da definicao da relacao, esta

ultima igualdade significa que (z,y) = (b,a) e entdo (x,y) = (b,a). Assim,

(z,y) + (a,b) = (b,a) + (a,b) = (a + b,b+a) = 0.

Segue que todo elemento (a,b) € Z possui simétrico para a operagao de adi¢do e este

elemento simétrico é precisamente o elemento (b, a).
[

O elemento simétrico (b, a), simétrico de (a,b) é chamado também de oposto de (a,b) e

representado por —(a, b).

Proposicao 2.5. A multiplicacao de nimeros inteiros € associativa, comutativa e distributiva

em relacdo a adigao.

Demonstra¢ao: Suponha entao (a,b), (z,y), (m,n) € Z arbitrarios. Entao

a,b) - (xm + yn,zn + ym)

(@) ((e,9) - (m,m)

a(zm + yn) + b(zn + ym), a(zn + ym) + b(xm + yn))

(azx + by)m + (ay + bx)n, (ax + by)n + (ay + bx)m)

= (
= (
= (axm + ayn + bxn + bym, axn + aym + bxm + byn)
= (
= (

ax + by, ay + bx) - (m,n) = <(a, b) - (x,y)) - (m,n),

mostrando a associatividade da multiplicacao.
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Para a comutatividade, também temos que

(a,b) - (x,y) = (ax + by, ay + bx) = (za + yb,ya + xb) = (x,y) - (a,b),

que prova a comutatividade da multiplicagao.

Para a distributividade, temos que

a,b) - (x +m,y +n)

(@) ((e.y) +(mm)) =

(

= (a(x +m) +b(y +n),aly +n) + b(x +m))
= (ax + am + by + bn, ay + an + bx + bm)
= (
= (

ax + by, ay + bx) + (am + bn,an + bm)

a,b) - (z,y) + (a,) - (m, n).

A distributividade da multiplicacao pela adicao pela direita segue diretamente da comu-

tatividade da multiplicagao.
|

Proposicao 2.6. A multiplicacao admite elemento neutro em Z.

Demonstragao: Queremos encontrar um elemento 1z = (x,y) € Z de forma que (a,b) -
(z,y) = (z,y) - (a,b) = (a,b), para qualquer (a,b) € Z. Da igualdade desejada, (a,b) -

(z,y) = (a,b), temos que, (za + yb, xb + ya) = (a,b). Da definigao de classe de equivaléncia,
(xa+yb, xb+ya) ~ (a,b) e da defini¢ao da relagao segue que z e y devem satisfazer ax+by+b =
a+ bx + ay, ou ainda, ax + b(y + 1) = a(y + 1) + bz.

Esta ultima igualdade fica cumprida colocando x = y + 1 para quaisquer que sejam

a,b € N. Desta forma, temos que 17 = (z,y) = (n + 1,n) qualquer que seja n € N. De fato,
dado n € N, como an +a +bn +b = bn + b+ an + a da definicao da relacao temos que
(an+a+bn,bn + b+ an) = (a,b), donde

(a,b) - (n+1,n) = (an +a+bn,bn + b+ an) = (a,b),

provando que (n + 1,n) é o elemento neutro pela direita para a multiplicagdo. Da comutati-
vidade da multiplicagao, segue que este elemento é também elemento neutro pela esquerda.
|

Claro que o representante mais simples da classe (n + 1,n) é o elemento (1,0) e deste

ponto em diante, o elemento 1z = (n + 1,n) = (1,0) serd representado simplesmente por 1 e

chamado de unidade de Z.
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Proposicao 2.7. O conjunto Z nao possui divisores prdprios de 0, isto €, se (a,b)-(x,y) =0

entdo (a,b) =0 ou (x,y) = 0.

Demonstracao: Sejam (a,b), (x,y) € Z, tais que (a,b) - (z,y) = 0 = (n,n), e suponha

que (a,b) # (n,n). Consequentemente a + n # b+ n, isto é, a # b. Temos entdao que

(ax + by, bx + ay) = (n,n), e entdo (ax + by,bx + ay) ~ (n,n). Da definigdo da relagao,
segue que ax + by +n = bx + ay +n, ou ainda, ax + by = bx + ay. Como a # b, restam ainda
dois casos exclusivos.

Caso 1: a < b. Existe entao k € N*, tal que a + £ = b, e usando este fato temos que
ax+ (a+k)y = (a+k)z + ay, e pela lei do cancelamento de niimeros naturais para a adigao,
vem ky = kx. Esta por sua vez, pela lei do cancelamento de ntimeros naturais nao nulos
para a multiplicacao nos leva a y = x, isto é, m = W = 0.

Caso 2: b < a. Neste caso a = b+ k para algum k € N*. Substituindo em ax + by = bx + ay,

chegamos a (b+ k)x + by = bx + (b + k)y e pelas mesmas leis de cancelamento citadas no

caso 1, temos também que x = y. Segue aqui também que (z,y) = (y,y) = 0.
|
Esta ultima Proposicao garante que o conjunto Z é um anel de integridade, dito anel
de integridade dos numeros inteiros. O conjunto dos nimeros inteiros nao é um corpo, e
portanto este é o ponto maximo que podemos chegar no sentido da estrutura algébrica deste
conjunto. Contudo ainda mostraremos a lei do cancelamento de elementos nao nulos para a

multiplicacgao.

Proposicao 2.8. Se (a,b), (x,y), (z,w) € Z tais que (a,b) - (z,y) = (a,b) - (z,w) e (a,b) #0

entao (z,y) = (z,w).

Demonstra¢ao: Suponha entdo (a,b), (x,y), (z,w) € Z satisfazendo (a,b) # 0 = (n,n), e

portanto a +n # b+ n, ou ainda a # b, e também

(CL, b) ) (:L‘,y) = (avb) ) (z,w).

Segue desta ultima igualdade que

(az + by, ay + bx) = (az + bw, aw + bz),

ou ainda

ar + by + aw + bz = ay + bxr + az + bw. (1)

Como a # b vamos ainda considerar dois casos exclusivos.
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Caso 1: (a < b). Neste caso a + k = b para algum k € N*. Logo, de (1) temos que
ar + ay + ky + aw + az + kz = ay + ax + kxr + az + aw + kw,

e da lei do cancelamento para a soma de nimeros naturais, temos k(y + 2) = k(x + w)

e usando a lei do cancelamento para o produto de nimeros naturais nao nulos, segue que

Y+ 2z =2+ w ou ainda (z,y) = (z,w) e isto significa que (z,y) = (z,w).

Caso 2: (a > b). Agora b+k = a para algum k € N* e com isto em (1) obtemos a igualdade

br + kx + by + bw + kw + bz = by + ky + bx + bz + kz + bw,

e das leis do cancelamento segue (como no caso 1) que y+z = z+w e portanto (z,y) = (2, w).
|

3. Construcgao do conjunto dos niimeros racionais

Nesta sec¢ao construiremos o corpo dos niimeros racionais a partir do anel de integridade
dos nuimeros inteiros. A ideia da construcao do conjunto dos niimeros racionais é definir um
nimero racional como sendo o quociente entre dois nimeros inteiros. Assim, se ¢ € Q entao
q = " para m,n € Z com n # 0. Dois problemas aqui ocorrem. Primeiro a divisao nao ¢é
uma operacao sobre o conjunto dos niimeros inteiros, e entao para contornar isto, o nimero
racional ¢ serd associado a um par (m,n) com m,n € Z e n # 0. A ideia é que este par
represente o nimero 7. O segundo problema é que, desta forma, um nimero raciona g pode
ser escrito de muitas maneiras como quociente de dois ntimeros inteiros, e entao temos que
trabalhar com classes de equivaléncia.

Vamos aos detalhes técnicos da construcao. Considerando o conjunto Z x Z*, definimos

a relacao &~ dada por
(a,b) ~ (z,y) se, e somente se, ay = xb.

Notemos que:

i) para qualquer (a,b) € Z x Z*, como a multiplicacdo em Z é comutativa, ab = ba e
da definigdo da relagao, segue que (a,b) ~ (a,b), para todo (a,b) € Z x Z*, mostrando que
~ ¢ reflexiva.

i1) Dados (a,b) e (¢,d) em Z x Z* com (a,b) ~ (¢, d), temos da definigao que ad = bc e
como 7Z é comutativo, temos que cb = da, o que significa que (¢, d) ~ (a,b), mostrando que

~ ¢é simétrica.



Construcao do conjunto dos niimeros racionais 10

iii) Se (a,b),(c,d), (e, f) € Z x Z* satisfazem (a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (e, f), entado
ad =bd e cf = de. Assim,
afd = adf = bcf = bde = bed,

e como d # 0 entao af = be e da definigao da relagao, tem-se que (a,b) ~ (e, f), mostrando
que ~ é transitiva.

Dos fatos (i), (i) e (i77) temos que ~ é uma rela¢ao de equivaléncia em Z x Z*, e portanto
estabelece uma forma de estimar quando dois elementos deste conjunto sao equivalentes.

Desta forma, (a, b) representa a classe de equivaléncia do elemento (a,b) € Z x Z*. Isto é,
m ={(z,y) € ZxZ*; (x,y)=~(a,b)}. Note que a expressao (a,b) denota um conjunto,
e nao um sé elemento. m é o conjunto de todos os elementos que sao equivalentes ao par
(a,b), pela relagdo de equivaléncia ~.

LXZ

. * . . A . .
Consideremos 2=~ o conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas por =,

e denotemos este conjunto por Q. Entao
Q= {(a,b); acZ, bez*}.

Vamos agora dotar este conjunto de duas operagoes e mostrar que com estas operacoes este
conjunto tem estrutura de corpo. Observe que estas operacoes serao definidas exatamente
como as operagoes usuais de soma e produto de fracoes no conjunto dos ntiimeros reais.

Definimos em Q as operagoes + e -, chamadas respectivamente de adi¢ao e multiplicacao,

dadas por

(a,0) + (z,y) = (ay + bz, by) e (a,b) - (z,y) = (az,by),

para quaisquer (a, b),m € Q. Observe que as operagoes envolvidas no segundo mem-
bro de cada igualdade, sao as operagoes definidas no conjunto Z e portanto satisfazem as
propriedades ja provadas em Z.

Nosso primeiro trabalho é verificar que estas operacoes em Q estao bem definidas. Como
estamos fazendo operagoes com classes de equivaléncia, poderiamos perguntar se ao operar-

mos um elemento (a,b) podemos escolher qualquer um dos representantes desta classe, isto

é, se (a,b) ~ (z,y) entdo (a,b) + (¢,d) = (z,y) + (¢, d), qualquer que seja (¢,d) € Q. Va-

mos provar que se se (a,b) ~ (z,y) entao é irrelevante usar (a,b) ou (x,y) na adi¢ao e na

multiplicagao.

Proposicao 3.1. As operacoes + e - definidas como acima, nao dependem da escolha do

representante das classes.

Demonstragao: Sejam (a,b), (¢,d), (x,y), (z,w) € Q, tais que (a,b) ~ (x,y) e (¢,d) ~
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(z,w). Entao, da definigdo de ~ temos ay = bz e cw = dz. Assim, temos

(ad + be)(yw) = (adyw) + (beyw) = (aydw) + (bycw)
= (bzdw) + (bydz) = (zwbd) + (yzbd) = (zw + yz)(bd)

e portanto, da definigdo da relagdo, (ad + be,bd) ~ (zw + yz,yw), isto é, (a,b) + (¢,d) =

(z,y) + (z,w).
Para a multiplicacao, temos entao,

acyw = aycw = bxrdz = bdxz,

donde segue da definigao da relagao, que (ac,bd) ~ (zz,yw), e entdo, (a,b) - (¢,d) = (z,y) -
(z,w). Portanto as operacoes + e - nao dependem do representante escolhido para cada uma

das classes envolvidas.
[ |

Proposicao 3.2. A adicao em Q ¢é associativa e comutativa.

Demonstracao: Vamos mostrar que os axiomas da definicao de corpo sao todos satisfeitos.

Dados quaisquer (a,b), (z,y), (m,n) € Q, temos

(@) + (o.9)) + mom) = (ay + ba, by) + (m, )

(ay + bx)n + bym, byn)

ayn + b(xn + ym), byn)

(
= (
= (ayn + bxn + bym, byn)
= (
= (a,

b) - (en + ym.yn) = (@) - ((z.9) - ()

e também,

(a,b) + (x,y) = (ay + bx, by)
= (zb+ya, yb) = (z,y) + (a,b),

0 que mostra que + ¢é associativa e comutativa.

Proposigao 3.3. A adicao em Q admite elemento neutro.
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Demonstragao: Queremos agora obter Og = (x,y), tal que

(a’b) + ($7y) = (l’,y) + (a7b) = (aa b)7

para todos (a,b) € Q. Nestes termos x,y € Z devem satisfazer

(ay + bz, by) = (a,b),
ou equivalentemente
(ay + bx,by) ~ (a,b).

Da definicao da relacao deve entao ocorrer que
(ay + bx)b = bya,

e assim,
ayb + bxb = bya,

donde bab = 0.

Mas como b # 0, entao segue que z = 0. Deta forma, o elemento (z,y) procurado é

precisamente (x,y) = (0,y). A escolha de y € Z* é irrelevante, ja que dados y1,y2 € Z*,

temos que (0,y1) ~ (0,%2) e portanto (0,y1) = (0, y2).

Notemos entao que dado qualquer (a,b) € Q e y € Z*, temos que

(a,b) +(0,y) = (ay +b-0,by) = (ay,by) = (a,b),

ja que (ay,by) ~ (a,b). Sendo a adigao comutativa, vale também que (a,b) + (0,y) =

(0,y) + (a,b) = (a,b). Segue portanto que Og = (0,y) é o elemento neutro para a adigdo em
Q, qualquer que seja y € Z*. Observe ainda que

(x,y) = 0g se e somente se  x = 0.

|
Deste ponto em diante usaremos apenas o simbolo 0 para designar o elemento neutro Og

e chamaremos este elemento de zero.

Proposicao 3.4. Todo elemento de Q admite simétrico para a operacao de adi¢cao.

Demonstra¢ao: Dado (a,b) € Q arbitrario, queremos agora obter —(a,b) = (z,y) € Q,
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de forma que

(a,b) + (z,y) = (x,9) + (a,b) = 0= (0,n),

qualquer que seja n € Z*. Os elementos z,y € Z devem entao satisfazer

(ay + bz, by) = (0,n),
ou ainda,
(ay + bz, by) ~ (0,n),

e da definicao da relagao,

(ay +bx)n =by-0=0.

Como n # 0 entao temos que ay + bxr = 0 ou ainda zb = bx = —(ay) = (—a)y, e da

definigao da relacao (z,y) ~ (—a,b) e portanto (z,y) = (—a,b) € Q. O elemento (—a,b)

cumpre portanto a igualdade

(a,b) + (—a,b) = (—a,b) + (a,b) = (0,bb) = 0,

donde todo (a,b) € Q é simetrizavel sendo o seu simétrico o elemento —(a,b) = (—a,b).

Podemos ver também que (—a,b) = (a, —b), ja que (—a,b) ~ (a, —b) e portanto

_<a7 b) = (_avb) = (CL, —b),

qualquer que seja (a,b) € Q.
[ |

Proposicao 3.5. A multiplicacio em Q € associativa, comutativa e distributiva em relacao

a adicao.

Demonstragao: Sejam (a,b), (z,y), (m,n) € Q arbitrarios. Entao

(CORCMRCOE

ax,by) - (m,n)

(
= ((az)m, (by)n)
= (
= (a,

a(zm), b(ym))
b) - (am,yn) = (@) - (@) - (m,m))

e também,

(a7b) : (l’,y) = (a:E?by) = (xa,yb) = (.’L‘,y) ' <a7b)7
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mostrando que - é também associativa e comutativa. Para a distributividade, temos que

(@) ((2,9) + (m.m)

a,b) - (xn +ym,yn)

a(xn +ym), b(yn))

axn + aym, byn)

b(axn + aym), bbyn)

axbn + byam, (by)(bn))

=
= (
= (
= (
=
= (

az,by) + (am, bn)

- (@ )+ ()

donde a multiplicacao é distributiva em relacao a adicao pela esquerda. Também vale a
distributividade pela direita em virtude da comutatividade da multiplicacao. Segue que - é
distributiva em relagao a +.

|

Proposigao 3.6. A multiplicacao admite elemento neutro em Q.

Demonstracao: Para mostrar que Q possui elemento neutro para a multiplicagao, quere-

mos obter 1g = (x,y) € Q de forma que

(a> b) ) (x,y) = (:U7y) ) (CL?b) = (a’ b)>

para todo (a,b) € Q. Os elementos z,y € Z devem entao satisfzer

(CLZL‘, by) = (av b)7

e portanto
(azx, by) ~ (a,b),

e da defini¢ao da relagao segue que axb = bya. Como b # 0 segue que ax = ya, e novamente
da defini¢ao da relagao (z,y) ~ (a,a) donde (x,y) = (a,a). Evidentemente esta escolha para

(z,y) s6 pode ser feita quando a # 0.

O caso em que a = 0 nao afeta a procura por (z,y) j4 que no caso em que a = 0, entao

(0,by) = (0,y), ja que (0,by) ~ (0,y), e desta forma é imediato que

(07b) ’ ("L‘ay) = (O ’ {L‘,by) = (Ovby) = (Ovy)7

para qualquer escolha de (z,y).
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Desta forma, para qualquer n € Z* podemos verificar que (n,n) € Q cumpre
(an,bn) ~ (a,b),

e portanto

(a,b) - (n,n) = (an,bn) = (a,b),

para todo (a,b) € Q. Da comutatividade da multiplicacdo, segue também que (n,n)-(a,b) =

(a,b). Portanto o elemento neutro para a multiplicagdo em Q é o elemento 1g = (n,n)

qualquer que seja n € Z*.
|
O elemento neutro para a multiplicacao em Q, representado por 1lg, sera representado

apenas por 1 e chamado de unidade de Q.

Proposicao 3.7. Todo elemento nao nulo de Q admite simétrico para a multiplicacao.

Demonstragao: Consideremos (a,b) € Q com (a,b) # 0 e portanto a # 0. Queremos
obter (a,b) Lo (z,y) € Q de forma que

(a,0) - (2,y) = (z,y) - (a,0) = 1 = (n,n),

qualquer que seja n € Z*. Os elementos x,y € Z devem entao satisfazer

(ax,by) = (n,n),
ou ainda
(ax,by) ~ (n,n),

e da definicao da relagao temos que axn = byn. Como n # 0 entao segue que ar = by, e da

definigao da relagao (x,y) ~ (b, a). Desta forma,

e como a # 0, entdo (b,a) € Q. Podemos entéo ver que dado (a,b) € Q com a # 0, entdo

(b,a) € Q cumpre

(a,b) - (b,a) = (ab,ba) = 1.

Da comutatividade da operagao - temos também que (b,a) - (a,b) = 1. Segue que todo

elemento nao nulo (a,b) € Q admite simétrico para a operagao de multiplicagao, sendo
- -1
(b,a) € Q o inverso, isto é, (a,b) = (b,a).
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—1
O elemento (a,b) = (b,a), sera chamado de inverso do elemento nao nulo (a, b) # 0.
Decorre portanto, que (Q,+,-) tem estrutura de corpo. O corpo Q é entao chamado de

corpo dos numeros racionais.

Conclusoes

Como prentendido, construimos o conjunto dos nimeros inteiros mostrando que é um
anel de integridade e o conjunto dos ntimeros racionais mostrando que é um corpo.

Embora tenhamos considerado o conjunto dos ntmeros naturais, cabe ressaltar que é
possivel construir este conjunto também a partir dos chamados Axiomas de Peano. O lei-
tor interessado nesta construcao pode consultar (SAH, 1967). Outras construgoes sobre os
conjuntos dos niimeros inteiros e dos nimeros racionais podem ainda ser feitas, como por
exemplo, a construgao de uma relacao de ordem nestes conjuntos. O passo seguinte deste
processo € a construgao do corpo dos niimero reais, que pode ser construido de varias manei-
ras. Para a construgao do conjunto dos niimeros reais pelo método das sequéncias de Cauchy
recomendamos (MONTEIRO, 1978), pelo método dos Cortes de Dedekind recomendamos
(GUIDORIZZI, 2001) e pelo método dos Quase-Homomorfismos recomendamos (STREET,
1985). Pode-se ainda avangar com a construgao do corpo dos nimeros complexos e depois do
conjunto dos quatérnios. Sobre o conjunto dos quatérnios recomendamos (GUZZO SANDRO
M. & TOSTI, 2017).
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Breve introducao a modelagem matematica com énfase na etapa da validagao
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Resumo: Fazendo uso das equagoes diferenciais, este texto apresenta uma breve
introdugao a modelagem matematica com énfase na etapa da validagao — a qual, ao
confrontar previsoes tedricas com resultados experimentais, mostra o modelo “em
funcionamento” se revelando, desta forma, uma etapa bastante interessante para
finalidades didaticas.
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de matematica.

1. Introducgao

1.1. Consideracoes iniciais

Em muitas situagoes, é necessario responder questoes sobre determinados fendmenos do
mundo real. Por exemplo: Qual é a distancia maxima que um projétil disparado pode
atingir? A maneira mais direta de tentar obter uma resposta para essa pergunta é realizando
experimentos concretos e observando os seus efeitos. Assim, pode-se realizar disparos em

diferentes angulos e observar a distancia atingida (veja a Figura 1).

Figura 1: Disparos realizados a partir de angulos distintos. Fonte: Elaborada pelo autor.

Porém, o interesse pode estar em conclusoes gerais que vao além das condigoes particulares
do experimento. Por exemplo, pode haver interesse em determinar a distancia maxima seja
qual for a velocidade inicial — mas um experimento produzira conclusoes validas apenas para
a velocidade especifica utilizada no experimento realizado. Além disso, em certos casos pode
nao ser possivel realizar experimentos. Por exemplo, pode haver interesse em determinar

como evolui o nimero de infecgoes causadas por um novo virus que ataca humanos — mas
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uma situacao assim nao pode ser experimentada. Assim, experimentos concretos nao sao a
maneira mais viavel de produzir conclusoes sobre certos fenomenos do mundo real. O objetivo
desta exposicao € introduzir uma maneira alternativa, bastante eficiente e muito utilizada: a

modelagem matematica.

1.2. O que é modelagem matematica?

Seguindo Banasiak (s.d.), Banerjee (2014), Bender (1978), Eck, Garcke e Knabner (2017),
Fulford, Forrester e Jones (1997) e Giordano, Fox e Horton (2014), é possivel conceituar a

modelagem matemdtica como segue.

Definicao 1.1 Um modelo matemdtico ¢ uma descricio matemdtica simplificada de um
fenomeno especifico do mundo real. A modelagem matemdtica é um processo que com-
preende a criagao e o estudo de um modelo matemdtico com a finalidade de tirar conclusoes

sobre algum problema do mundo real.

A ideia central da modelagem matematica é destacada por Bassanezi (2002) e Meerschaert

(2013), conforme segue.

A modelagem matemaética consiste na arte de transformar problemas da re-
alidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solugoes
na linguagem do mundo real (BASSANEZI, 2002).

Mathematical modeling is the link between mathematics and the rest of
the world. You ask a question. You think a bit, and then you refine the
question, phrasing it in precise mathematical terms. Once the question
becomes a mathematics question, you use mathematics to find an answer.
Then finally (and this is the part that too many people forget), you have
to reverse the process, translating the mathematical solution back into a
comprehensible, no—nonsense answer to the original question. Some people
are fluent in English, and some people are fluent in calculus. We have
plenty of each. We need more people who are fluent in both languages
and are willing and able to translate. These are the people who will be
influential in solving the problems of the future (MEERSCHAERT, 2013).

E importante observar que modelagem matematica nio é sinénimo de problema contex-
tualizado (BLISS; FOWLER; GALLUZZO, 2014). Considere, por exemplo, os seguintes

problemas:

1. A populacao de uma cidade é composta por 20.000 pessoas e 35% delas reciclam suas
garrafas de plastico. Se cada pessoa usa 2 garrafas por semana, quantas garrafas sao

recicladas por semana nessa cidade?
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2. Quanto plastico é reciclado na sua cidade?

A Tabela 1 traca uma comparacao entre os problemas acima, destacando algumas carac-
teristicas fundamentais dos problemas de modelagem matematica — geralmente ausentes em

problemas contextualizados comuns.

Problema 1 Problema 2
. Fornece todas as informacoes Aparenta nao fornecer
Enunciado . . ) ~ .
necessarias. informacoes suficientes.
Basta executar os calculos E necessario matematica
Resolucao | apropriados para obter e criatividade para obter
“a” resposta correta. “uma’” resposta.
Nao convida a examinar se o E necessario estudar a situacao
Abord cendrio é realistico. Assume que por conta propria, fazer as
ordagem | informagao dada sera aceita e os | préprias hipdteses e tracar a
calculos necessarios serao efetuados. | prépria estratégia de resolucao.
Natureza | Nao é um problema de modelagem. | E um problema de modelagem.

Tabela 1: Comparacao entre os problemas 1 e 2. Fonte: Elaborada pelo autor com base na
discussao de Bliss, Fowler e Galluzzo (2014).

2. Etapas da modelagem matematica

2.1. Descrigao

A modelagem matematica é um processo composto de varias etapas, as quais podem
diferir de um autor para outro. Entretanto, extraindo as principais etapas de Bassanezi
(2002), Fulford, Forrester e Jones (1997), Giordano, Fox e Horton (2014) e Velten (2009), é

possivel sintetizé-las da seguinte forma:

1. Analise da literatura: Fazer uma andlise minuciosa da literatura existente para

verificar se existem registros de investigagoes similares das quais se possa tirar proveito.

2. Elaboracgao de hipdteses: Identificar as varidveis mais relevantes para o problema e

entao fazer hipdteses sobre a maneira como elas se relacionam. Essa etapa:
e Envolve simplificar o problema original de modo a enfatizar os atributos provaveis
de serem os mais importantes.

e Geralmente é a mais dificil requerendo criatividade e, muitas vezes, a intuicao e a

experiéncia de especialistas.
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3. Formulacao matematica: Introduzir simbolos para representar as variaveis e entao
escrever as hip6teses em forma de expressoes matematicas. (Em muitas situagoes, essa

etapa acaba produzindo equagoes diferenciais ou equagoes de diferencas.)

4. Resolugao: Resolver/estudar as equagoes e interpretar as respostas obtidas como

afirmagoes sobre o problema original. Essa etapa:

e Muitas vezes, sé pode ser viabilizada por meio de métodos computacionais (os

quais geralmente podem fornecer apenas uma solugao aproximada).

e Pode falhar se as equagoes forem muito complicadas para serem resolvidas. Nesse
caso, deve-se retornar a Etapa 2 e tentar simplificar as hipoteses a fim de obter

equacoes mais faceis de resolver.

e Pode gerar o desenvolvimento de novas técnicas matemaéticas, caso as técnicas

conhecidas nao sejam suficientes para fornecer solugoes.

5. Validagao: Verificar se os resultados obtidos sao razoaveis e, se possivel, se eles concor-
dam com dados experimentais. Essa etapa pode mostrar que os resultados produzidos

pelo modelo:

e Se ajustam bem a resultados experimentais reais; nesse caso, o modelo esta pronto

para uso.

e Nao se ajustam satisfatoriamente a resultados experimentais reais; nesse caso,

deve-se retornar a Etapa 2 e tentar tornar as hipéteses mais realisticas.

6. Uso: Usar os resultados fornecidos pelo modelo para influenciar o mundo real (fazer

previsoes, tomar decisoes, explicar fenomenos, etc.).

7. Modificagao: Ajustar o modelo para contemplar possiveis mudancas no problema
original e/ou fatores que se tornaram importantes, mas que haviam sido previamente
desprezados. Conforme Bassanezi (2002): “Nenhum modelo deve ser considerado defi-

nitivo, podendo sempre ser melhorado”.

As etapas da modelagem matematica, e as principais inter-relacoes entre elas, podem ser

representadas esquematicamente como na Figura 2.
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1. Andlise da 2. Elaboragdo de 3. Formulagao
Problema . L, (o
Literatura hipdteses matematica

lidei
Ivi

nao reso

©
>
o
AT
e

7. Modificagdo )
(se necessario) 6. Uso 5. Validagdo 4. Resolugdo

Figura 2: Ciclo da Modelagem Matematica. Fonte: Elaborada pelo autor.

Na préatica, o modelo matematico é construido na etapa da formulagao matematica. Velten
(2009), Segel e Edelstein-Keshet (2013) e Nachbin e Tabak (1997) ajudam na compreensao

de quando ele pode ser considerado “bom”, conforme segue.

The best model is the simplest model that still serves its purpose, that is,
which is still complex enough to help us understand a system and to solve
problems (VELTEN, 2009).

A model can be regarded as a caricature of a real system. An excellent
caricature sums up the physiognomy of an important individual in a few
key lines: the essence is captured and detail neglected. Concentration on
the essential is a central feature of a good model (SEGEL; EDELSTEIN-
KESHET, 2013).

O “pulo do gato”, que exige experiéncia, é saber como simplificar um modelo
o suficiente para que possamos resolvé-lo com um esforco razoavelmente pe-
queno, mas ao mesmo tempo deixa-lo “rico” o bastante para que fenémenos
de interesse possam ser simulados através do modelo final. Note que um
modelo “pobre” é aquele que nao serve para simular nada além do trivial.
E nesse ponto que se torna importante a colaboragao com especialistas de
outras dreas (por exemplo, dependendo do problema, um fisico ou quimico
ou bidlogo etc ...) para interagir na questao da modelagem e saber o que
devemos “buscar” e qual a nossa meta final (NACHBIN; TABAK, 1997).

2.2. Exemplo

O objetivo desta secao é exemplificar as etapas da modelagem matemética por meio
da modelagem do “arremesso de peso” — uma modalidade do atletismo em que os atletas
competem para arremessar uma bola de metal o mais longe possivel. Nesse sentido, o seguinte

problema sera considerado: Como aprimorar os langamentos no arremesso de peso?
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1. Analise da literatura. Uma anélise da literatura existente sobre o tema demonstra
que o problema ilustrativo acima proposto é conhecido e bem estudado: conforme
Linthorne (2001), o angulo étimo de langamento no arremesso de peso oscila em torno
de 31°. Assim sendo, a analise da literatura ja é capaz de fornecer informacoes relevantes
para a resolucao do problema. Por exemplo, pode-se utilizar a informacao mencionada

sobre o angulo étimo para direcionar o treino dos atletas.

Observagao 2.1 Como o objetivo desta secao € ilustrar as etapas da modelagem ma-
temdtica, em vez de fazer um aprofundamento na andlise da literatura existente (como
seria feito numa situag¢do prdtica real), serd suposto que o problema € inédito e as

demais etapas serao visitadas.

2. Elaboracao de hipéteses. O estudo do problema revela que as principais variaveis

aparentam ser as seguintes:

Velocidade inicial da bola.

Altura inicial da bola.

Angulo de lancamento da bola.

Massa da bola.

Posicao da bola.

Forcas que agem sobre a bola.

Nesse contexto, parece ser razoavel fazer as seguintes hipoteses:

e As varidveis se relacionam obedecendo as leis da mecanica newtoniana (pois esta
¢ a teoria mais apropriada para explicar e prever o movimento de corpos ma-

croscopicos com baixas velocidades).

e O movimento ¢é bidimensional: a bola se desloca para frente, para cima e para

baixo, mas nao para as laterais.

e A tnica forga que age na bola é a gravidade (forgas devidas a outros fatores como

resisténcia do ar, possiveis ventos e obstaculos estao sendo desprezadas).

Observacao 2.2 Numa situacao prdtica real, pode ser que nem todas as varidveis e
hipdteses relevantes sejam identificadas de imediato. Alternativamente, pode ser que
alguma hipotese assumida se revele muito restritiva ou de dificil manipulacao do ponto
de vista matemadatico. Nessas situacoes, o conjunto de varidveis e hipdteses deve ser
ajustado posteriormente conforme a necessidade seja percebida durante a execucao das

demais etapas.
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3. Formulacao matematica. E conveniente comecar estabelecendo notagoes para as

varidveis identificadas:

vy = velocidade inicial.

e ) = altura inicial.

e 0 = angulo de langamento.
e m = massa da bola.

e P(t) = posigao no instante t; P(t) = (z(t), y(t)).

Fp = forca resultante; Fr = (F,, F)).

Agora, deve-se equacionar as varidveis conforme as hipéteses. Pela 22 Lei de Newton:

"

FR = mP" = m(SC", y//> = (FI7 Fy) = (07 _mg) <~ {
Yy =—9g.

Além disso,
P(0) = (z(0),y(0)) = (0,h), P'(0) = (2(0),4'(0)) = (vycosh,vysend).

Assim, o modelo matematico é dado pelo seguinte problema de valor inicial:

y'=-y, (1)
z(0) =0, y(0) = h, 2'(0) = vgcos(8), ' (0) = vgsen(h).

4. Resolucao. Integrando duas vezes, conclui-se que a solugao geral das equagoes que

compoem o PVI anterior sao dadas por

t2
x(t) = 1t + o e y(t) = —95 + kit + ko.

Pelas condicoes iniciais, obtém-se
cp =vgcos(f), =0, ki =wvgsen(d), ky=h.
Assim, a solucao do PVI é dada por
x(t) = tvg cos(h),

y(t) = —th + tvg sen(f) + h.
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Note que a bola atinge o ch@o no instante ty se y(ty) = 0, ou seja,

vosen () + /g sen?(0) + 2gh
. :

0:

Note, também, que a distancia d alcancada pela bola é

vo sen(6) + +/vZ sen2(0) + 2gh

d = x(ty) = vg cos(0) J

(2)

Observagao 2.3 Conforme a expressao acima, a distancia alcancada € uma fung¢dao
de trés varidveis: d = d(vg, h,0). Mas note que h e vy dependem da estrutura fisica do
atleta (estatura e for¢a) de modo que nao podem ser controladas com muita flexibilidade.

Assim sendo, com vistas ao aprimoramento dos lancamentos, resta tentar controlar 0.

5. Validagao. A seguir, na Tabela 2, a fim de testar a eficadcia do modelo produzido, ele

serd confrontado com dados experimentais reais extraidos de Linthorne (2001).

Atleta h Vo 0 Distancia real | Distancia prevista | Erro
(m) | (m/s) | (grau) | alcangada (m) | pelo modelo (m) | relativo

1 2,11 | 11,90 34,1 15,90 16,03 0,82%

2 2,06 | 11,80 31 15,60 15,35 1,60%

3 216 11,50 | 349 15,10 15,24 0,93%

4 2,13 | 11,20 46,4 14,60 14,64 0,27%

) 2,09 | 11,10 31,6 13,80 13,95 1,09%

Tabela 2: Comparacao de resultados experimentais com resultados previstos pelo modelo.
Fonte: Elaborada pelo autor com dados de Linthorne (2001).

Note que, relativamente aos dados experimentais considerados, as previsoes do modelo
possuem um erro relativo médio de 0,95%. Sim, hé erro! E, no contexto da modelagem
matematica, isso nao é inesperado. De fato, como disse Box (1979): “All models are
wrong but some are useful”. Assim, nao é perfeita exatidao que devemos procurar, mas
sim utilidade. Dessa forma, a depender da necessidade, a acuracia obtida no exemplo

acima pode ser considerada suficiente e o modelo pode ser utilizado.

6. Uso. A seguir, o modelo construido serd utilizado para procurar o angulo étimo de
lancamento, ou seja, o angulo que produz a maior distancia possivel para cada atleta
relacionado na Tabela 2. Em outras palavras, deseja-se achar ¢ € [0, 7] que maximiza

a fungao d definida em (2) para os valores de h e vy dados na Tabela 2. Por exemplo,
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para o Atleta 1, deseja-se maximizar

4(8) = (11,90) cos(e) (L1 20) 5en(0) + v/(11,90)2sen?(6) +2(9,8)(2, 11)

9,8
A Tabela 3 mostra o resultado dos calculos.
Atleta h Vo angulo 6timo Distancia prevista Ganho
(m) | (m/s) | previsto (grau) | com angulo 6timo (m) | (m)
1 [ 211 11,90 41,34 16,43 0,53
2 2,06 11,80 41,36 16,14 0,54
3 2,16 11,50 41,03 15,51 0,41
4 213 11,20 40,9 14,78 0,18
5 2,09 | 11,10 40,9 14,51 0,71

Tabela 3: Angulo otimo de lancamento previsto pelo modelo para cada atleta e distancia
atingida com esse angulo. Fonte: Elaborada pelo autor.

Em vista dos dados apresentados, o modelo prevé que os atletas poderiam aprimorar o
arremesso treinando para obter um angulo de lancamento préximo de 41° (com ganho

médio de 0,47 m no alcance).

Observagao 2.4 O angulo otimo e o respectivo valor da distancia apresentados na
Tabela 3 foram computados por meio do software livre Geogebra com o comando Ex-

tremo(<Fungao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>).

Observacao 2.5 O modelo previu que, fixadas a altura e a velocidade inicial, a distancia
mazxima € atingida quando o angulo estd proximo de 41°. A principio, essa conclusdao
poderia ser utilizada para nortear os treinos. Porém, estudos mais aprofundados indi-
cam que a alteracao do angulo de lancamento pode causar uma diminuicao da velocidade
inicial (o atleta pode perder forga). Logo, a distancia mdzxima depende tanto do angulo
de lancamento quanto da quantidade de for¢ca que o atleta perde ao alterar o angulo.
Levando isso em conta, conforme Linthorne (2001), estima-se que o angulo dtimo real

oscile em torno de 31°.

7. Modificagao. Uma forma de deixar o modelo mais realistico seria considerando a

resisténcia do ar. Nesse caso, sendo f; a for¢a de arrasto na direcao horizontal e f5 a
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forga de arrasto na diregao vertical, o PVI dado em (1) tomaria a forma

l'” = _flv

!

y =—9— fa
z(0) =0, y(0) = h, 2'(0) = vocos(8), ' (0) = vg sen(h).

Aqui, uma andlise mais sofisticada seria necessaria (tanto do ponto de vista fisico quanto

do ponto de vista matematico).

3. Modelos populacionais

O objetivo desta segao é apresentar dois modelos basicos para a populacao de uma loca-

4

lidade isolada em funcao do tempo. O termo “isolada” significa que nao ha migracao.

3.1. Modelo malthusiano

Seja P(t) a populacao de uma localidade isolada no instante ¢t. Chamando de N o niimero
de nascimentos e de M o nuimero de mortes, obtém-se

dP
— =N-M. 3
7 (3)

Num primeiro momento, parece razoavel supor que se uma populacao que habita uma
regiao R, ¢ o dobro de uma populagao similar que habita uma regiao Ry, entao em R; havera
duas vezes mais nascimentos e duas vezes mais mortes do que em R,. A mesma afirmacao
parece razoavel trocando “dobro” por “metade”, “triplo”, etc. Ou seja, parece razoavel supor

N e M sao proporcionais a P:
N =nP e M = mP, (4)

em que n e m sao constantes positivas.

Substituindo a hipdtese (4) na equagao (3), segue que

dP

S _uP
a4

em que a = n — m é uma constante chamada de taxa de crescimento da populacao.

Resolvendo essa equagao diferencial, obtém-se

P(t) = Pye™, (5)
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em que Py = P(0) é a populagao inicial.
O modelo (5) é chamado de modelo malthusiano em referéncia ao economista britanico
T. R. Malthus que o aplicou a populag¢oes humanas em 1798 (FIGUEIREDO; NEVES, 2010).

Note que, numa anélise inicial, esse modelo parece fazer sentido:

Mais nascimentos = n>m = a>0 = Populagao aumenta

Mais mortes = n<m = a<0 = Populagao diminui

Mas, sera que o modelo subsiste quando confrontado com dados experimentais? Em

certas situagoes, sim — como mostrado abaixo.

e Tomando a = 0,4, o modelo descreve bem uma populagao de ratos silvestres (Microtus
arvalis) com populagio inicial Py = 2. Nesse caso, o modelo ¢ dado por P(t) = 2e%%

com t medido em meses (veja a Tabela 4).

£ Mes: (0] 2 [6] 10
Populagao prevista pelo modelo: | 2 | 4,5 | 22 | 109,2
Populacao observada: 21 5 20| 109

Tabela 4: Crescimento populacional da espécie Microtus arvalis. Fonte: Elaborada pelo
autor com dados de Braun (1993) e imagem de TD (2005).

e Conforme Braun (1993), no periodo de 1960-1970 estimou-se que a populagdo humana
estava crescendo com uma taxa anual média de 2%. Conforme WORLD. .. (2024), em
1960 a populacao humana foi estimada em 3,02 bilhoes. Nessa situacao, o modelo de
crescimento populacional a partir de 1960 toma a forma P(t) = 3,02¢%%% com ¢ medido

em anos e descreve bem a evolugao da populagao durante a década (veja a Tabela 5).

Ano: 0 | 1 | 23] 4|5 |6 7]8]9]10
Prevista: | 3,02 3,08 3,14 | 3,21 | 3,27 | 3,34 | 3,41 | 3,47 | 3,54 | 3,62 | 3,69
Observada: | 3,02 | 3,07 | 3,13 | 3,20 | 3,27 | 3,34 | 3,41 | 3,48 | 3,55 | 3,62 | 3,70

Tabela 5: Popula¢ao humana entre 1960 e 1970 (em bilhoes). O ano ¢ corresponde a ¢ anos
a partir de 1960. Fonte: Elaborada pelo autor com dados de WORLD. .. (2024).

Embora o modelo se mostre preciso nesses dois exemplos, ele nao é infalivel. Por exemplo,
no contexto do segundo item, a previsao para 2023 seria 10,65 — algo bem distante do valor
real de 8,05. Pior do que isso, o modelo preve um crescimento exponencial ilimitado de modo
que, em algum momento, a superficie do planeta estaria repleta (quer seja de pessoas, quer

seja de ratos!) — o que nao foi e nem serd o caso.
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Observacao 3.1 No modelo malthusiano, quando os parametros Py e a nao sao dados, eles
podem ser obtidos dos dados observados via regressio exponencial. Uma forma de se fazer
isso € por meio do software livre Geogebra com o comando RegressaoExponencial(<Lista de
Pontos>). Por exemplo, RegressaoExponencial((0,2),(2,5),(6,20),(10,109)) produz Py = 2,08

ea = 0,39 que, apds arredondamento, correspondem aos valores utilizados no caso dos ratos.

3.2. Modelo logistico (ou modelo de Verhulst).

A principal deficiéncia do modelo malthusiano é a suposicao de que a taxa de crescimento
a ¢é constante durante todo o tempo. Essa hipdtese nao é realistica, pois o aumento da
populacao obriga os seus membros a competirem entre si por espaco, recursos naturais e
comida. E essa competigao tem a tendéncia de retardar o crescimento. Ou seja: o aumento
da populacao gera diminuicao da taxa de crescimento. Assim, para melhorar o modelo, deve-
se incorporar os efeitos dessa competicao. A forma mais simples de se fazer isso é supondo

que a decresce linearmente com a populacao, isto é, tem a forma
a=a— [P,

em que « e 3 sao constantes positivas. Nesse caso, a equacao diferencial toma a forma

‘;—f — (a— BP)P. (6)

Esse modelo é chamado de modelo logistico ou modelo de Verhulst. Ele é dado

por uma EDO separavel conhecida como equagao logistica ou equacao de Verhulst-

Pearl. Os nomes fazem referéncia ao matemédtico belga P. F. Verhulst que usou o modelo

para estudar as populagoes da Franca e da Bélgica em 1834 e ao bidlogo americano R. Pearl

que, ao lado do bioestatistico americano L. Reed, aplicou o modelo no estudo da populagao
norte-americana em 1920 (FIGUEIREDO; NEVES, 2010).

A solucao da equagao (6) é dada por

OéPO
P(t) = 7
(t) 5Pt (o= Gl (7)
Note que:
Pé tese Py <, Péd tese P> lim Py = 2 _ @
€ crescente se -, € decrescente se -, 1m = = = —.
"B TR e BPy+0 B

Assim:
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a a
e Se Py comega abaixo de —, entdo P(t) cresce tendendo a —.

« a
e Se P, comeca acima de E, entao P(t) decresce tendendo a E
Em nenhum dos casos P(t) ultrapassa o valor % Esse valor é chamado de populagao

limite ou capacidade de suporte. O gréafico de cada situagao € ilustrado na Figura 3, onde

pode-se observar que esse modelo elimina o problema do crescimento ilimitado da populacao.
3
P(t)

Pyloee.

Figura 3: Gréficos das solugoes da equacao logistica com populagao inicial menor e maior do
que a capacidade de suporte, respectivamente. Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que a funcao (7) pode ser expressa por

S p— (3)

c+e—at’

alPy BPy
a—BPy a—BPy "

abscissas igualmente espacadas, essas constantes podem ser determinados de modo tnico.

em que b = e c= E possivel demonstrar que, a partir de trés pontos com
Na modelagem da populacao dos Estados Unidos apresentada por Pearl e Reed em 1920, elas

foram determinadas a partir dos trés valores mostrados na Tabela 6.

Ano: | 1790 | 1850 | 1910
Populagao: | 3929000 | 23192000 | 91972000

Tabela 6: Populacao dos Estados Unidos. Fonte: Elaborada pelo autor com dados de Pearl
e Reed (1920).

A fungao por eles obtida foi a seguinte:

2930, 3009

PO = 5 011854 + ¢ ooomsosn-
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a qual fornece a populacao em milhares, ¢ anos a partir de 1780. Como mostrado na Figura

4, essa modelagem se mostrou precisa até 1950, mas perdeu precisao a partir dessa data.

331 .44 ........................................................................................................................ .’

1790 1850 1910 2020

Figura 4: Comparacao do modelo de Pearl e Reed (linha) com os dados observados (pontos).
Fonte: Elaborada pelo autor com dados de Pearl e Reed (1920) e HISTORICAL. .. (2021).

Mas qual sera a razao dessa imprecisao? Uma possivel explicacao, conforme sugerido por
Lipkin e Smith (2001), é que a populagao norte-americana passou pela Guerra Civil Ameri-
cana entre 1861 e 1865, pela 12 Guerra Mundial entre 1914 e 1918, pela Grande Depressao
entre 1929 e 1939 e pela Segunda Guerra Mundial entre 1939 e 1945. Assim, olhando em
retrospecto, pode-se dizer que o modelo foi construido e utilizado num momento de condic¢oes
desfavoraveis para o crescimento populacional que, ao serem superadas, desencadearam um
crescimento mais acelerado.

De modo geral, a ineficiéncia do modelo logistico para executar previsoes de longo prazo de
populacoes humanas pode se dar por muitos outros fatores. Por exemplo: avancos médicos
podem reduzir a taxa de mortalidade aumentando, desta forma, a taxa de crescimento;
avancos tecnolégicos podem melhorar a producao de alimentos e ampliar a area habitavel do
planeta aumentando, desta forma, a capacidade de suporte; idade e distribuicao geografica
dos membros da populagdo nado sao capturadas pelo modelo (FULFORD; FORRESTER;
JONES, 1997; FIGUEIREDO; NEVES, 2010).

Observacao 3.2 Uma forma de obter os parametros a e b do modelo (8) a partir dos dados é
por meio do software livre Geogebra com o comando RegressaoLogistica(<Lista de Pontos>).

Por exemplo, arredondando para 7 casas decimais, o comando RegressaoLogistica((0, 3929),
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(60, 23192), (120, 91972)) produz a fung¢do

197273, 5833631 4008, 8421206

) =
PU) = 10, 20061656 0095 0208212 1 ¢ 0030

que fornece a populag¢ao (em milhares) dos Estados Unidos t anos a partir de 1790. Para
obter a populagdo t anos a partir de 1780, como feito em (PEARL; REED, 1920), basta

tomar

4008, 8421206 2930, 30775

P(t) = p(t —10) = 0,0203212 + ¢—0.0313395t 0318395 — () (14854 | ¢—0.0318305¢

que, exceto pela precisao do arredondamento, equivale a (9). Para obter a populagao usando

0 ano como varidvel, como feito em (BRAUN, 1993), basta tomar

197273, 5833631 197273, 5833631

1+ £3,8960891 o —0,0313395(t—1790) 1+ 6—0,0313395(75—1914,3188022) ’

P(t) = p(t — 1790) =

4. Proposta de atividade para sala de aula

Como visto, a modelagem matematica é composta por varias etapas. A etapa da validagao
parece ser uma etapa bastante interessante para finalidades didaticas, pois realmente mos-
tra o modelo em funcionamento ao confrontar previsoes tedricas com dados experimentais.
Porém, ministrar atividades de modelagem que incluam a etapa da validagao pode ser parti-
cularmente desafiador devido, por exemplo, a dificuldade de se obter dados reais apropriados
que se encaixem nos modelos escolhidos. Buscando contribuir nesse sentido, a presente se¢ao

apresenta uma sugestao de atividade de modelagem que inclui a etapa da validacao.

4.1. Problema

No basquete, o lance livre é um arremesso concedido a um jogador em razao de certos
tipos de faltas. O lance livre nao tem marcacao da equipe adversaria e ocorre de uma posi¢ao

relativamente préxima da cesta (veja a Figura 5).
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‘,-" -

Figura 5: Ilustracao do lance livre no basquete. Fonte: Elaborada pelo autor.

(a) Crie um modelo capaz de determinar se um dado arremesso cai dentro ou fora da cesta

podendo, desta forma, fornecer informacoes 1teis para aprimorar treinamentos.

(b) Implemente a etapa da validacdo confrontando as previsdes do modelo com os dados

experimentais apresentados na Tabela 7.
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Arremesso | h (m) | vo (m/s) | 8 (grau) | Resultado experimental
1 2,02 7,49 55,71 Dentro
2 2,02 7,61 56,69 Dentro
3 2,02 7,38 58,29 Fora
4 2,02 7,54 55,68 Dentro
5 2,02 7,65 55,1 Fora
6 2,02 7,41 58,46 Fora
7 2,02 7,55 56,74 Dentro
8 2,02 6,99 54,65 Fora
9 2,02 7,65 57,38 Dentro
10 2,02 7,62 57,09 Dentro
11 2,02 7,46 55,4 Dentro
12 2,02 7.29 56,28 Fora
13 2,02 7,62 56,58 Dentro
14 2,02 7.19 56,24 Fora
15 2,02 7,56 56,1 Dentro
16 2,02 7,54 56,32 Dentro
17 2,02 7,82 56,04 Fora
18 2,02 7,72 54,86 Fora
19 2,02 7,36 56,68 Fora
20 2,02 7,10 53,89 Fora
21 2,02 747 54,74 Dentro
22 2,02 7,53 55,79 Dentro
23 2,02 7,15 53,28 Fora
24 2,02 712 55,1 Fora
25 2,02 7,60 56,18 Dentro

Tabela 7: Dados experimentais de 25 lances livres de basquete em que h é a altura de
lancamento, vy é a velocidade inicial da bola, 6 é o angulo de lancamento da bola, a distancia
entre o atleta e a cesta é D = 4,60, o raio da bola é r = 0,12, o raio do aro é R = 0,23 e a
altura da cesta é H = 3,05. Fonte: Elaborada pelo autor com dados de Barzykina (2017).

4.2. Abordagem sugerida

Em geral, pode haver mais de um caminho possivel para se abordar um problema de
modelagem matematica. Nesta se¢ao, buscando contribuir com o leitor interessado, apresen-
tamos uma possivel abordagem (trabalhada por alunos do presente autor em sala de aula)

que pode produzir boas previsoes relativamente aos dados da Tabela 7.

e As principais varidaveis do problema sao a velocidade inicial da bola vy, o angulo de
lancamento da bola 0 e as seguintes medidas mostradas na Figura 6: raio da bola r,
raio do aro R, altura de lancamento h (altura em que a bola sai da mao do atleta),

altura da cesta H, altura maxima atingida pela bola M, distancia D entre o atleta
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(ponto de partida da bola) e o centro da cesta.

*:I'

M H
h

D

Figura 6: Algumas varidveis relevantes para o problema do lance livre. Fonte: Elaborada
pelo autor.

e Seja (z(t),y(t)) a posicao do centro da bola no instante ¢. Obtenha equagoes para z(t)
e y(t). Para isso, pode-se utilizar as mesmas ideias do arremesso de peso exemplificado

na Secao 2.2.

e Suponha que um lancamento cai dentro da cesta se existe um momento em que ocorrem
trés coisas simultaneamente: (i) a bola estd caindo, (ii) o centro da bola atinge a altura

do aro e (iii) a bola esta inteiramente contida no aro como ilustrado na Figura 7.

¢

Figura 7: Exemplos de situacoes que satisfazem a condicao de lancamento dentro. Fonte:
Elaborada pelo autor.

e (Caso a condicao do item anterior nao seja satisfeita, para fins de simplificacao, suponha
que o langamento cai fora da cesta. Essa situagao é ilustrada na Figura 8. Note que as
duas primeiras configuracoes dessa figura representam casos em que a bola se choca com

a tabela ou com o aro, mas sao impossiveis de ocorrer na pratica exatamente conforme
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o desenho (pois a bola ndo atravessa meios materiais). Na prética, um caso em que
hé choque com o aro ou com a tabela pode produzir um lancamento dentro; porém,
dentro da hipdtese simplificadora acima sugerida, o modelo nao captura esse detalhe

(todo choque ¢ considerado langamento fora).

Figura 8: Exemplos de situagoes que nao satisfazem a condicao de lancamento dentro. Fonte:
Elaborada pelo autor.

e Sety é o instante em que a bola atinge a altura H pela segunda vez (isto é, no momento
em que estd caindo), entdo a condigao de lancamento dentro definida anteriormente se
expressa matematicamente por D — R+r < z(tg) < D+ R —r (veja Figura 9).

D—R+r D+n—r

@ @ @ O 8
D—nr n D+ R

Figura 9: Coordenadas no aro. Fonte: Elaborada pelo autor.

e Treinamentos poderiam ser aprimorados procurando determinar como ajustar vy e/ou
f de modo que um lancamento incorreto se transformasse num “lancamento perfeito”,
isto ¢, satisfazendo (z(ty),y(tn)) = (D, H).

5. Consideracgoes finais

Neste texto, fizemos uma introducao a modelagem matematica apresentando sua concei-
tuagao, principais etapas e alguns exemplos classicos que ocorrem no contexto do lancamento
de corpos e do crescimento populacional. Nosso intuito foi estudar os modelos tratados em
conexao com a etapa da validacao, a qual possibilita comparar as previsoes tedricas do mo-
delo construido com resultados experimentais concretos fornecendo, desta forma, uma visao
pratica de como um modelo pode ser utilizado bem como uma ideia geral de seu grau de
acuracia — o que é de extrema importancia do ponto de vista das aplicacgoes reais. Entendendo

que essas caracteristicas da etapa da validacao tornam sua discussao bastante apropriada ao
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contexto do ensino da modelagem matematica e que, ao mesmo tempo, sua implementacao

em sala de aula nem sempre ¢ facil devido ser necessario dispor de dados experimentais relati-

vos ao fenomeno estudado, encerrarmos a exposicao com uma sugestao de atividade que, com

base em experiéncia prévia, é possivel de ser trabalhada pelo professor. Com isso, esperamos

ter contribuido no contexto do estudo e ensino da modelagem matematica. O desenvolvi-

mento de materiais que permitam uma abordagem incluindo a etapa da validagao num nivel

didatico apropriado para modelos diferentes daqueles aqui tratados fica como possibilidade

para trabalhos futuros.
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Symmetries in Taxicab Ellipse
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Abstract: This article presents geometric aspects of the ellipse analyzed from
the point of view of the taxicab metric. We first construct the taxicab ellipse
by exploring its symmetric properties. From this, we analyze the action of
isometries of the Euclidean context and verify whether these are transforma-
tions that preserve distances on the taxicab geometry. In particular, we study
the behaviour of the taxicab ellipse with respect to rotations. We also obtain
an algebraic equation for the regular octagon in the plane directly from the
fact that every regular octagon is an taxicab ellipse.

Keywords: Non-Euclidean geometry; Symmetries; Taxicab ellipse; Regular
octagon

1. Introduction

The Euclidean metric is defined as the measure of a line segment connecting any two
points, derived from the basic geometry developed by Euclid (300 b.C.). This method of
measurement is not always the best choice to represent the displacement of people and
vehicles, particularly in large urban centers, because moving in a straight line is not always
an option. Thus, choosing a more convenient metric is a good way to describe the urban
displacement and, in this sense, the taxicab metric is a good alternative.

The taxicab geometry was introduced by the German mathematician Hermann Minkowski
(1864-1909). It is a form of geometry in which the Euclidean metric is replaced by the
sum metric, or the so-called taxicab metric, given on the Euclidean plane by the function

dr : R? x R? — R defined by

dr((z1,91), (To,%0)) = |21 — Zo| + |y1 — yol- (1)

This distance gives the minimum length of a path from (z1,71) € R? to (x9,70) € R?
constructed from horizontal and vertical line segments (see Figure 1). So the taxicab metric,

also called Manhattan metric, is the most used in urban networks because it is more consistent
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with the perpendicular lines of the streets and avenues of modern and planned cities. We cite
references (DREILING, 2012; HANSON;, 2012; INY, 1984; KRAUSE, 1986; KUNWAR, 2018;
REINHARDT, 2005; SOWELL, 1989; THOMPSON; DRAY, 2000) for an introductory study
of concepts of taxicab geometry. In these works, the authors explore this new geometry in
relation to Euclidean geometry. In (REINHARDT, 2005), for example, the distance defined
in (1) is used to find the solutions to three problems proposed by Eugene F. Krause in
(KRAUSE, 1986).

" s
01y Y1)

P
L0, Yo )

Figure 1: Taxicab metric.

Therefore, taxicab geometry is a non-Euclidean geometry with the advantage of being
quite intuitive compared to other non-Euclidean geometries, although some geometric prop-
erties obtained in the usual metric do not remain in this new perspective. An example of
this is the change in the geometric configuration of the conics, with the appearance of singu-
larities. In this direction, taxicab geometry reveal interesting and surprising properties, as
can be seen in (CHICIU, 2012; CRUZ, 2015; LOIOLA; COSTA, 2015; PETROVIC et al.,
2025). In particular, in (CHICIU, 2012) the author examines conics under different metrics,
including the taxicab metric, by a graphical approach. In (CRUZ, 2015), it is presented some
symmetry conditions of taxicab ellipse that help in the recognition of its geometric proper-
ties. In (PETROVIC et al., 2025), the authors analyze the geometry of some curves (conics,
circles and trifocal ellipses) in this context, including the study of area and perimeter.

In this article, we analyze the ellipse defined under the taxicab metric by taking advantage
of its symmetries in the process of its geometric construction. Section 2 contains general
results for this construction. In Section 3 we verify if Euclidean isometries also preserve
distances in this new context. In Section 4 we use the taxicab ellipse to provide an algebraic

equation for the set of points in a regular octagon.
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2. Ellipse on the taxicab geometry
We start with the definition of an ellipse in the Euclidean plane R2.

Definition 2.1 Let d : R? x R? — R be an arbitrary metric and Fy, Fy € R? two fived points
such that d(Fy, Fy) = 2¢, for some ¢ > 0. An ellipse ®g, , of foci Fy and F; is the locus of
points on the plane whose sum of the distances to Fy and to Fy is a constant 2a > 0, where

a > c. Symbolically,
O, = {P ER?:d(P,F\) + d(P, F,) = 2a}.

Therefore, an ellipse is a plane curve surrounding two focus points F; and F,. The
standard form of an ellipse in the Euclidean metric is known as in Figure 2. However, the

metric d in the Definition 2.1 is arbitrary and we can consider the taxicab metric.

Figure 2: Euclidean ellipse.

From now on, we consider the Euclidean plane R? equipped with the taxicab metric

defined in (1), namely
dr(P, Q) = |z1 — xo| + |y1 — vol, (2)

for all P = (z1,141), Q = (z0,y0) € R%. We will call the ellipse defined with the metric dr
of taxicab ellipse, or simply of taxi-ellipse. According to Definition 2.1, if F} = (x1, ;) and
Fy = (2,y9) are the foci of the taxi-ellipse, then ®p, g, is the set of all points (z,y) € R?
such that

@ —@1| + [y =y + o — w2 + |y — 12| = 2. (3)

In the search for ordered pairs that satisfy equation (3), we recognize the importance of
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investigating some type of symmetry in the taxi-ellipse. For this purpose, we present the

following proposition.

Proposition 2.2 Let ®p, g, be a taxi-ellipse of foci Fy = (x1,y1) and Fy = (x2,y2). Then
(x,y) € Pr.p, if and only if (z,91 +y2 —y) € Pp p,. Similarly, (v,y) € Pp g, if and only
if (11 + 72 —7,y) € Py .-

Proof: We have (x,y) € ®g, p, if and only if (x,y) satisfies the equation (3). Obviously,

this equality is the same as
[z — 21| + |2 —yl + |z — 22| + [y — y| = 2a,
which is equivalent to

|z — 21|+ (1 + 92 —y) — 1l + |z — 22| + [(Y1 + 12 — y) — ¥2| = 2a.

In turn, this last equality occurs if and only if (z,y; +y2 — y) € ®p, k. In the same way, (3)
is the same as

lve — | + |y — | + o1 — 2] + |y — 42| = 2a,

which is equivalent to
(1 + 22 — ) — 21| + |y — | + [(@1 + 22 — @) — 22 + [y — 1o = 2a.

Therefore, (z,y) € ®p g, if and only if (21 + 22 — 2,y) € ®p, 5.
|

Corollary 2.3 Let ®p g, be a taxi-ellipse of foci Fy = (z1,11) and Fy = (x2,y2). Then
(z,y) € ®p g, if and only if (x1+ 22 — 2,91 + Y2 —Y) € PRy 1y

Using Proposition 2.2 and Corollary 2.3, we can do an alternative analysis of the geometric
behavior of a taxi-ellipse taking into account its symmetries. For this, assume without loss

of generality that x; < 5 and y; < yo. Given (z,y) € ®p, p,, consider the cases:

(i) If x <2y and y < y;, the equation (3) reduces to
—r+x—y+yi —r+ a2 —y+y =2,
that is, (z,y) lies on the straight line

1
T y:—x—a+§(m’1+y1+x2+y2).
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(i) If 2 <y and y; <y < yo, the equation (3) becomes
—r+x+Yy—y —T+x2— Y+ Y2 = 2aq,
that is, (z,y) lies on the straight line

1
5 x:—a+§(x1—y1+x2+y2).

(iii) If 27 <2 <2y and y < y;, the equation (3) becomes
T—r1 =Yty —T+T2—y+y2 = 2a,

that is, (z,y) lies on the straight line

1
t: yz—a+§(—x1+y1+x2+y2).

The geometric representation of the points (z,y) € ®p g, that satisfy the cases (i), (ii)
and (iii) is given in Figure 3, for hypothetical F; and Fs.

Figure 3: Part of a taxi-ellipse.

There are more straight lines in the plane that satisfy equation (3). In fact, by Proposition

2.2,if (z,y) € Pp py, then (x1 + 29 — 2,y) € Pp, r,. Supposing that z > z9 and y < y;, we
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have

¥=x1+r—x<z and y<y

In this case, since (2/,y) € ®p, g, it follows that (2/,y) € r, that is,

) 1
y=—x —a—|—§(:c1—|—y1+:c2+y2).

Therefore, (x,y) lies on the line
/

1
r' y:z—a+§(—x1+y1—x2+yg).

In other words, for x > x5 and y < y;, the points (z,y) that belong to the taxicab ellipse
®p, g, are on the line segment 7.
Similarly, if (x,y) € ®p, g, then (z,y') € ®p, g, where ¥ = y; + y2 — y. Assuming that
r < zy and y > yo, we have z < x1 and ' < y;. In this case, (z,y') € r, that is,
/

1
Y :—x—a+§(x1—|—y1—|—x2+y2).

Thus, (x,y) lies on the line

, 1
s y:x+a+§(—x1+y1—x2+y2).

Therefore, for # < x; and y > yo the points (z,y) € ®g, , are on the line segment s'.

Now using Corollary 2.3, if (z,y) € ®p, g, then (2/,y') € ®p, g, where 2’ = 21 + 29 — x
and ¢y = y; +y2 —y. Note that x > x5 and y > ys if and only if 2’ < 7 and ¢’ < y;. In this
case (2/,1y') € r, that is,

/

— / 1
y = —2x —a+§($1+y1+x2+yz),

so that (x,y) lies on the line

1
t - y:—x—i—a+§(m1+yl+x2+y2).

Therefore, for © > x5 and y > yo, the points (z,y) € Pp, g, are on the line segment ¢'.
So far, we obtain the taxi-ellipse for the regions of the plane such that x < xq; 1 <z < x5
and y < yp;; x> 29 and y < yp; * > 79 and y > yo. The geometric representation of @, g,

is in accordance with Figure 4.
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Figure 4: Incomplete taxi-ellipse.

Only three cases remain to be analyzed: = > xy and y; < y < y9; 1 < x < 75 and
Yy >y 1 <o < a9 and y; <y <y First, we assume x > x5 and y; < y < 1. Again,
if (z,y) € ®p gy, then (2/,y) € Pp g, where 2’ = 1 + 29 — z. In this case 2’ < z; and
y1 <y < o, so that (2/,y) € s. Therefore
/

1
i a+§(x1—y1+x2+y2),

which implies that (z,y) belongs to the line

1
u: x:a—i—§(w1+y1+x2—y2).

We assume now that x; < 2 < z9 and y > yo. Again, if (z,y) € ®p, g, then (z,y) €
O p gy, where ¥ = y1 +y2 —y. In this case 1 < x < z9 and y' < yy, so that (x,y’) € ¢t. Thus,
/

1
Yy = —a-+ 5(—1'1 + 1 + T2+ Yo),

or equivalently

/

1
u y:a+§(m’1+y1—m2+y2).

Therefore, for 21 < x < x5 and y > y», the only points (z,y) € ®g, g, are on the line segment
u’. It remains only to analyze the case 1 < x < x5 and y; < y < yo. For this region, the
equation (3) becomes

Ty — 1+ Y2 — Y1 = 2a.
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Then
dr(F1, Fy) = |vy — 21| + |y2 — 11| = 2a.

Since dr(Fi, Fy) = 2¢, we conclude that ¢ = a, which contradicts the hypothesis a > ¢ in
Definition 2.1. Therefore, there are no points in the taxicab ellipse @, p, in this region.

Note that the geometric configuration of ®p, g, for the case 21 < x5 and y; < y, is that of
an octagon, as shown in Figure 5. However, we also have taxi-ellipses in the form of hexagons,
as we shall see in the next section. We suggest using GeoGebra software (GEOGEBRA. ..,
2025) for a better visualization of the geometrical behaviour of taxi-ellipses when we vary
the foci F} and F.

Figure 5: Taxi-ellipse.

3. Symmetries of the taxi-ellipse

In this section, we present some properties of the taxi-ellipse related to its symmetries in
the Euclidean context. Geometrically, symmetries are defined in terms of isometries, that is,
geometric transformations that preserve the distance between any two points. However, not

every isometry is a symmetry. More specifically, we have the following definition.

Definition 3.1 Let (M,dy) and (N, dy) be metric spaces. We say that f : M — N is an
isometry if dy(f(x), f(y)) = dy(z,y), for all x,y € M.

With the standard metric, isometries are transformations that do not change the size and

the configuration of a figure, but they can change its position on the space. In this context,



Symmetries of the taxi-ellipse 46

we cite the translations, rotations, reflections and glide reflections as the only four types of
isometries (different from the identity) on the plane. Based on the concept of isometry, we

define the symmetries of a figure as follows.

Definition 3.2 We say that a plane figure is symmetric if there exists an isometry on R?
different from the identity that transforms that figure into itself. In this case, such isometry

18 called a symmetry of the figure.

Therefore, by the geometric configuration of the taxi-ellipse ® g, p, obtained in the Figure
5, we can see that some rotations and reflections behave as symmetries of ®p g, in the
Euclidean context. For example, we will show in the next section that every regular octagon
is a taxi-ellipse. In this case, rotation around the origin of angle 6 = 7, as well as reflections
around coordinate axes, constitutes its Euclidean symmetries.

It is important to question whether rotations and reflections also act as symmetries in
taxicab geometry. To address this, we first verify whether translations, rotations, and reflec-
tions are isometries under the metric dy defined in (2). We will see that the answer to this

question is affirmative for translations and negative for rotations and reflections.

Proposition 3.3 Translations under the taxicab metric are isometries.

Proof: Let T, : R? — R? be the translation T, (z,y) = (z+ a1,y +as), with a = (a;,as) €
R? fixed. For any (x,y), (z1,y1) € R? we have

dr((z,y), (x1,51)) = |z — o]+ |y — |
(x4 a1) = (21 +a1)| + [(y + az2) — (y1 + a2)]
dr((z + a1,y + az), (1 + a1, y1 + az))
= dr(Tu(z,y), Ta(w1,11)),

implying that every translation is an isometry in the taxicab geometry.
|
Also in the Euclidean plane, a rotation is a transformation that turns every point of a
figure through a specified angle and around a fixed point. The rotation around the origin of

angle 0 € R is the linear mapping Ry : R? — R? defined by
Ro(z,y) = (cosOx —sinfy,sinfx + cosby).

As we mentioned, Ry is an isometry under the Euclidean metric for all § € R. However, the

same is not true under taxicab metric. In fact, consider P = (1,0) and @ = (0,1). Then

dr(P,Q) = [1-0[+]0—1] =2
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and
dr(Ry(P), Re(Q)) = dr((cos,sinf), (—sinf,cosd)) = | cosd + sin | + |sin 6 — cosb)|.
m
For0 <6< T we have
dr(Rg(P), Rg(Q)) = cosf + sin @ — sin 0 + cos§ = 2 cos§ # 2.

Similar calculations show that dr(Ry(P), Re(Q)) # dr(P,Q), for all 6 # %’r, with k € Z. It is
important to emphasize that Ry is an isometry under the taxicab metric for all 6 = %”, with
k € 7Z. For the simplicity of the computations, we omit the proof of this statement here.
Similarly, reflections can change the distance between two points of R? in the taxicab
geometry. More precisely, a reflection is a transformation whose set of fixed points forms a
hyperplane. In two dimensions, this set is called the axis of reflection, and the image of a
figure under a reflection is its mirror image across this axis. In algebraic terms, a reflection
across a straight line that passes through the origin and forms an angle o with the x-axis,

for 0 < av < m, is the linear mapping M, : R? — R? defined by
M, (z,y) = (cos2ax + sin 2ay, sin 2ax — cos 2a y).

For P=(1,0), @ =(0,1) and 0 < a < g, we have

dr(My(P), M, (Q)) = dr((cos 2a, sin 2«), (sin 2cr, — cos 2av))
= | cos 2av — sin 2ar| + | sin 2a + cos 2¢|
= c0s 2a — sin 2« + sin 2« + cos 2«

= 2cos2a # 2.

Direct calculations show that dr(Ma(P), Mo(Q)) # dr(P,Q), for all a # % with k €
{0,1,2,3}. However, M, is an isometry under the taxicab metric for all « = kf, with
k€ {0,1,2,3}. Again, we omit the proof of this statement. Therefore, we have the following

result:

krx
27
with k € Z. In the same way, reflections M, are isometries under the taxicab metric if and

only if « = ¥ with k € {0,1,2,3}.

4

Proposition 3.4 Rotations Ry are isometries under the taxicab metric if and only if 0 =

We then conclude that in the taxicab geometry the rotation of angle f = 7 can not be

a symmetry of the regular octagon, contrary to what occurs in the Euclidean context. The
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previous proposition suggest that rotations and reflections can change the size and shape of
a plane figure in this new context. To verify this, we analyze the behavior of the taxi-ellipse
under rotations by applying usual trigonometric relations (of Euclidean geometry). For an
approach to trigonometry developed in the taxicab geometry, we refer to (THOMPSON;
DRAY, 2000).

For the remainder of this section we follow the approach presented in (CRUZ, 2015, pp.
42-48), where the author discusses the rotation movements of the focal line of a taxi-ellipse
for the particular case in which ¢ =1 and a = 2. In our study, the values of ¢ and a (a > ¢)
are arbitrary.

Consider the foci Fy = (x1,y1) and Fy = (x9,y2) of the taxi-ellipse ®g, r, with respect to
the canonical basis of R2. Denote by # the focal line determined by F; and F,. We want to
write the foci F7 and Fy as vector functions of the angle 6 formed between 7 and the z-axis
(see Figure 6). Without loss of generality, we assume the taxi-ellipse with center at the origin
and Fy in the first quadrant. For 0 < 0 < 7, we have

cos(f) = % and sin(f) = %,

dE(FbFZ)

where [ = and dg is the Euclidean metric. Therefore,

Fy = (=lcos(f), —lsin(f)) and Fy = (lcos(0),lsin(8)). (4)

Replacing the coordinates of F; and F; in the equation (3), the relation that determines the
points (z,y) € Pg, g, is given by

|z +lcos(0)| + |y + Isin(0)| + |« — [ cos(0)| + |y — Isin(F)| = 2a. (5)
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il

Figure 6: Angle between 7 and the z-axis.

We now rotate the taxi-ellipse ®p g, by varying the value of 6 in order to analyze the
changes that can occur in its geometric configuration. For this, we rotate the focal line 7
determined by F| and F5.

Considering 6 = 0 (foci on the z-axis), we have F; = (—[,0) e F, = ([,0). In this case,
by using the equations of the line segments r, s, ¢, ", s, t',u and «’ obtained in Section 2 for

r1 = —x9 = —[ and y; = y = 0, we obtain

r: y=—x—a, forr < —landy <0,
s: x=—a, forx < —[land y =0,

t: y=—a+1, for - <zx <landy <0,
r:y=x—a, forz>1andy <0,
s:y=xz+a, forx < —landy >0,

t': y=—-x+a, forx>1landy >0,

u: r=a, forx>1[and y=0,

uW:y=a—1, for - <z <landy>0.

Therefore, the geometric configuration in this case is characterized by a hexagon, as we show
in Figure 7.
Similarly, considering ¢ = 7 and using the equations of the line segments 7, s,t,7', s, ', u

and v’ obtained in Section 2 for xy = y; = —l\/Ti € Ty = 1Yy = l‘/TQ, we have an octagon as in
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Figure 7.
F, F
F-
a3 45°
Figure 7: Taxi-ellipse for § = 0 and 6 = 7, respectively.
For 0 = %, taking 1 = —1y = —é and y; = —yp = —l%g in the equations of the line

segments r, s, t, 7', s, ', u and u' obtained in Section 2, we obtain an octagon as in Figure 8.
The last analyzed case refers to § = 7 (foci on the y-axis) whose geometric configuration

is given by a hexagon, as in Figure 8.
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Figure 8: Taxi-ellipse for § = % and 6 = 7, respectively.

T

43
configuration of a taxi-ellipse and, therefore, are not symmetries. In particular, the rotation

According to these examples, rotations of angles and 7 clearly change the geometric

Rz is an isometry on R? (Proposition 3.4) that is not a symmetry of ®g, f,.

4. Equation for the regular octagon

The purpose of this section is to obtain an algebraic equation for the regular octagon in
the plane. We first explore some properties of the internal angles of the taxi-ellipse ®p g,
and then show that every regular octagon is a taxi-ellipse.

We restrict our study to the first quadrant, since ®p, g, is symmetrical with respect to
the coordinate axes under the Euclidean metric (see Proposition 2.2). Again, we write F}
and F; as in (4), with 0 < 6 < 7. By the fundamental trigonometric identity, the equation

(5) can be rewritten as
|z +lcosO| + |y + V1 —cos? 0| + |x —lcos O] + |y — IV1 — cos? O] = 2a. (6)
Note that x +1cosf > 0 and y+1v/1 — cos? § > 0, since cos § € [0, 1]. Therefore, (6) becomes

x41lcosf+y+IvV1—cos?0+ |x—1lcosO| + |y — V1 —cos? 0| =2a
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whose equality implies in the following cases:
a) If x > [cosf and y > [v/1 — cos? 0, then (z,y) € ®p, p, satisfies the equation z+y = a.

b) If x > lcosf and y < [\/1 —cos?6, then (z,y) € ®p g, satisfies the equation x =
a —1v1—cos?6.
c) If x < lcosf and y > [\/1 —cos?6, then (z,y) € O g, satisfies the equation y =

a—lcosb.

It is not necessary to consider the case x < [cos# and y < [v/1 — cos? 0, because there are
no points of ®p, g, in this region. In fact, the symmetric properties of ®p, g, allow it to be

centered at the origin (see Figure 9).

i — I

{,v_,ffl P - B e ———

4 r:—f‘yf/l—(fl2

Figure 9: Cases a) — ¢) for § = cos6.

First, we consider case a). If z = [cosf, then y = a—1lcosf; if y = [\/1 — cos? 0, then z =
a—1Iv/1 — cos?f. Denoting A; = (Icosf,a—1cos) and Ay = (a—1v/1 — cos?0,1y/1 — cos? 0),
the length C; of the line segment A; As is given by

Cy \/(lcose —(a—1Iv1—cos?0))? + (a — lcosh — (Iv/1 — cos?0))?

\/(Z(COSQ + V1 —cos?0) —a)?+ (I(cosO + 1 —cos?0) — a)?
V2|l(cos 0 4 /1 — cos?f) — al
V2(a —I(cos 0 4+ /1 — cos?20)).
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The last equality follows because a > ¢ = %dT(Fl, Fy), with F} = (=lcosf, —I\/1 — cos?0) e
Fy = (lcosO,l/1 — cos? ). Thus, as we consider the first quadrant, we obtain

1
a>g (\lcos@ +1lcosf| + |IV1—cos?0 + V1 — 60829|) = l(cosf + V1 — cos? 0),
which also implies that C; # 0. Therefore,
Cy = V2(a — I(cos 8 + V1 — cos26)) > 0. (7)

For case b), the points (z,y) € ®g, g, satisfy the equation © = a — Iv/1 — cos? 0. In this
case, we calculate the length Cy of the line segment A; By, where By = (a — [v/1 — cos? 6, 0)

belongs to the x-axis (see Figure 10). Therefore,

Cy = 1V1 — cos? 0. (8)

.'\;’:.l e

By

el

: p —
T R e

Figure 10: Line segment A, B; for 6 = cos 6.

In case c), the points (z,y) € ®p, p, satisfy the equation y = a — [ cosf. In this case, we
calculate the length Cj5 of the line segment D;A;, where D; = (0,a — [ cosf) belongs to the

y-axis (see Figure 11). Thus, we obtain

C3 =lcosd. 9)
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D

MY A
i— I &

_._.
-,
= ]

Figure 11: Line segment D A; for § = cos .

We remark that the lengths €7, Cy and C5 are also determined in (CRUZ, 2015, pp.
49-55) for the case ¢ = 1 and a = 2. The values obtained in (7), (8) and (9) generalize this
case. Based on these values, we now analyze the internal angles of the taxi-ellipse ®p, p,.
The following result allows us to obtain fundamental properties for the construction of the

algebraic expression that characterizes the regular octagon.

Lemma 4.1 FEvery taxi-ellipse has at least one internal angle equal to ‘%. Furthermore, all

internal angles are equal if and only if Cy and Cs are non-zero.

Proof: We have that (] is strictly positive, so A; # As. In addition, C5 and C3 do not
vanish simultaneously. Clearly, the only relevant internal angles for our analysis are those

represented in Figure 12 because the others are congruent to them, by Proposition 3.

Figure 12: Internal angles.



Equation for the regular octagon 55

As we restrict our study to the first quadrant, we compare the angles between the following

three line segments:
i) k: line segment of equation = + y = a, with x € [[cosf,a — [\/1 — cos? 0],

ii) v: vertical line segment, if it exists, of equation x = a — I\/1 — cos? 0, with = > 0 and

y € [0,1v/1 — cos? 0],

iii) h: horizontal line segment, if it exists, of equation y = a — lcosf, with y > 0 and
x € [0, cosb.

The non-existence of v and h in the taxi-ellipse ®p g, is related to the possibility of
Cs and C5 being equal to zero, respectively. The segment k always exists, since C; > 0.
In addition, the internal angles of ®p g, are determined by the largest angle between the

straight lines containing such segments. We divide the proof into three cases:

1. If C5 # 0 and C5 # 0, then the segments v and h exist, whose direction vectors have
coordinates (—1,1) and (1,0), respectively. Therefore, the angle a € [7, 7] between &k
and h is determined by

<(_1’1)7(170)> \/§

Cosx = = —

=Ly 2

Hence a = %’T. Similarly, we conclude that the angle between the segments k and v is

also 27 since its direction vectors have coordinates (—1,1) and (0, —1), respectively.

2. If Cy = 0, then the segment h exists (since C5 # 0). The angle o between k and h
has been calculated in the previous case, that is, a = %. In addition, as Cy = 0, the
segment k has its end point on the z-axis (see Figure 7 for § = 0). In this case, the
angle 3 € [0, 7] between k and the z-axis is determined by

<(_17 1)7 <_17 0)> _ \/_§

O oCLol T 2

that is, 8 = 7. According to Proposition 3, the taxi-ellipse constructed in this case is
composed of another line segment k" which is the reflection of k across the z-axis. The

angle formed between £k and £’ is equal to 23 = 7.

3. If C5 =0, then the segment v exists (since Cy # 0). The angle o between k and v has

also been calculated in the first case, that is, a = %TW' Moreover, as C3 = 0, the segment
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k has its initial point on the y-axis (see Figure 8 for § = 7). Similar to the previous
case, the angle v € [0, ] between k and the y-axis is determined by
<(17_1)>(07_1)> \/§

cosy = =

1L, =D, -l 2

that is, v = 7. By Proposition 3, the angle between k£ and the segment k", which is

the reflection of & with respect to the y-axis, is equal to 2y = 7.

Therefore, from Proposition 3, we conclude the following: in case 1 (Cy # 0 and C5 # 0),

all internal angles of the taxi-ellipse ®p, r, are equal to %’r, which also proves the necessary

condition for Cy and Cj to be non-zero; in cases 2 and 3 (either Cy = 0 or C5 = 0), at least

one internal angle of ®p, r, is equal to 2T. In these cases, every internal angle of ®p, , is

4
necessarily equal to 7 or ?jf and, therefore, ®p, g, has distinct internal angles. This proves

the sufficient condition for C5 and C3 to be non-zero.
|
Before the two main results of this section, we will use again the values of C7,Cy and (s
obtained in (7)-(9) to obtain conditions so that a taxi-ellipse ®p, g, has all its sides equal.
For this, we denote by dg the Euclidean metric and by dr the taxicab metric. In addition,
remember that 7 denotes the line determined by Fy and F, and that 6 € [0, 7] denotes the

angle formed between 7 and the z-axis.

Lemma 4.2 All sides of a tazicab elipse ®p, g, are equal if and only if

a=(1+V2) e 02:03:g1,

dg(Fy, Fy) i

where | = . In this case, the angle between the focal line 7 and the x-azis is

Proof: Clearly, a taxicab ellipse ®p, g, has all its sides equal if and only if

%:@:@. (10)

According to (8) and (9), we have Cy = Cj if and only if
l(cosf —sinf) = 0,
which occurs if and only if § = 7, because | # 0. In this case

Cy=V2(a—+2l) and C,=Cs= gz.
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Thus, the first equality of (10) is valid if and only if @ — v/2[ = [, that is' , a = (1 + v/2)l.
|

As a consequence, we have the following theorem.

Theorem 4.3 Fvery reqular octagon is a taxicab ellipse.

Proof: Let O be a regular octagon with sides measuring { > 0. Consider the circle C of
center at the origin and radius ‘/7§l~ under the Euclidean metric. Note that the intersection of
C with the line y = = occurs at the points F} = (—%, —é) and F) = (%, %) Thus, the line 7
determined by F; and F, has equation y = x and forms an angle equal to 7 with the z-axis.
In addition,

dE<F1, Fg) - \/§l~

Consider Fy and F} as the foci of the taxi-ellipse ® B, Since the angle 6 between 7 and the

r-axis is equal to 7, it follows from (8) and (9) that

Therefore, taking

we have by Lemma 4.2 that all sides of @ 5 are equal, namely equal to [. Since Cy # 0 and

C5 # 0, it follows from Lemma 4.1 that all the interr}al angles of @z 5 are equal to ?jf, that
is, @z p, 1s a regular octagon with sides measuring [. Therefore, O = @ 5 .

|

Based on the previous theorem, we obtain an algebraic equation for the regular octagon

with sides measuring [.

Corollary 4.4 Let O be the regular octagon centered on the origin with sides measuring l.

Then every point (x,y) € O satisfies the equation

I I [ I -
Z — —— — = =(V2+2)I
e+ Sl +ly+ 5l + o=+ ly— 5l = (V2+2)

) and

DN |~

)

N~

Proof: By the proof of Theorem 4.3, O is a taxi-ellipse with foci F} = (—
Fy= (L, 1) and with a = (@ + 1)I. Then we use the equation (3).

Note that a > ¢, as required in Definition 2.1. In fact, it follows from (LIMA, 2014, p. 6) that
1
c= 5dT(Fl,F2) <dp(F1,Fy)=2l.Soa=(1++2)l>2>c
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It is natural now to ask whether there are other regular polygons that are taxi-ellipses.

The answer to this question is negative, as the following theorem shows.

Theorem 4.5 The only reqular polygons that are taxi-ellipses are reqular octagons.

Proof: By Lemma 4.1, every taxi-ellipse has at least one internal angle equal to %. As

every regular polygon has its internal angles equal and the only ones with internal angles

equal to ?jf are octagons, the result follows.

10

11

12

13

14

References
CHICIU, A. Conics in different metrics. 2012. Masters dissertation — Jacksonville
University, Jacksonville, EUA.

CRUZ, E.O. Geometria do taxi: a taxi-elipse. 2015. Mestrado Profissional em
Matemaética — Universidade Federal do Piaui, Teresina, Piaui.

DREILING, K. Triangle Construction in Taxicab Geometry. Mathematics Teacher,
v. 105, n. 6, p. 474-478, 2012.

GEOGEBRA. 2025. Available from: <www.geogebra.org>. Visited on: 29 Apr. 2025.

HANSON, J. R. A visit to taxicab geometry. International Journal of
Mathematical, v. 43, n. 8, p. 1109-1123, 2012.

INY, D. Taxicab geometry: another look at conic sections. [IME Journal, v. 7, n. 10,
p. 645647, 1984.

KRAUSE, E. F. Taxicab Geometry - An Adventure in Non-Euclidian
Geometry. New York, EUA: Dover Publications, 1986.

KUNWAR, R. Exploring concepts and applications of taxicab geometry.
International Journal of Development Research, v. 8 n. 11, p. 24200-24205,
2018.

LIMA, E. L. Curso de Anilise Vol. 2. Rio de Janeiro: SBM: Projeto Euclides, 2014.

LOIOLA, C. A. G.; COSTA, C. S. The conics in taxicab geometry. Ciéncia e
Natura, v. 37, p. 179-191, 2015.

PETROVIC, M. et al. Geometry of some taxicab curves. 2025. Available from:
<https://arxiv.org/abs/1405.7579>. Visited on: 2014.

REINHARDT, C. Taxi Cab Geometry: History and Applications. The Mathematics
Enthusiast, v. 2, n. 1, p. 3864, 2005.

SOWELL, K. O. Taxicab Geometry - A New Slant. Mathematics Magazine, v. 62,
n. 4, p. 238-248, 1989.

THOMPSON, K.; DRAY, T. Taxicab angles and trigonometry. IIME Journal, v. 11,
n. 2, p. 87-96, 2000.


www.geogebra.org
https://arxiv.org/abs/1405.7579

Jornal Eletrénico de Ensino e Pesquisa de Matemaética
(1s.) v.91(2025): 59-91. © JeePEMA—ISSN-2594-6323
www.dma.uem.br/kit/jeepema

Investimentos em renda fixa: rentabilidade nominal e real da poupanga, CDB, LCI
e LCA no Brasil entre 2004 e 2024
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Resumo: O presente estudo tem como objetivo analisar os investimentos em
renda fixa no Brasil entre 2004 e 2024, com foco em opg¢des como poupanca,
CDB e LCI/LCA. Exploramos conceitos essenciais de matematica financeira,
como juros compostos, inflacdo e tributacdo, para comparar os rendimentos
nominais e reais dessas aplicacdes. As simulagdes mostram que a isengéo de
imposto de renda nas LCIs/LCAs frequentemente as tornam mais vantajosas
em relacdo aos CDBs, mesmo com rendimentos menores. No entanto, é
essencial considerar as condicOes especificas oferecidas pelas instituices
financeiras. Ja a poupanca, embora popular, apresenta desempenho inferior,
especialmente quando ajustada pela inflacdo. Ao final, o estudo reforca a
importancia de avaliar cuidadosamente as alternativas de investimentos,
considerando fatores como rentabilidade e preservacdo do poder de compra.
Palavras-chave: Rentabilidade Nominal e Real; Preservacdo do Poder de
Compra; Simulagdes Financeiras; Comparacgéo de Investimentos.

Abstract: The present study aims to analyze fixed-income investments in
Brazil between 2004 and 2024, focusing on options such as savings accounts,
CDBs, and LCIs/LCAs. We explore essential financial mathematics concepts,
including compound interest, inflation, and taxation, to compare the nominal
and real returns of these investments. The simulations show that the income
tax exemption on LCIS/LCAs often makes them more advantageous
compared to CDBs, even with lower yields. However, it is crucial to consider
the specific conditions offered by financial institutions. Savings accounts,
while popular, exhibit inferior performance, especially when adjusted for
inflation. Ultimately, the study emphasizes the importance of carefully
evaluating investment alternatives, taking into account factors such as
profitability and the preservation of purchasing power.

Keywords: Nominal and Real Profitability; Preservation of Purchasing
Power; Financial Simulations; Investment Comparison.

1. Introducéo

A matematica financeira estd profundamente inserida em nosso cotidiano,

podendo ser aplicada em situagfes como a anélise de juros em empréstimos e
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investimentos, na compreensdo do impacto da inflagio no valor do dinheiro e na
identificacdo da influéncia da taxa Selic na economia. Entender esses e outros conceitos
ndo € apenas Util, mas essencial para lidarmos com o dinheiro de forma consciente,
estratégica e critica. A matematica financeira oferece ferramentas que ajudam a avaliar
custos e beneficios em operacdes financeiras, as mudancgas no poder de compra ao longo
do tempo e a compreender melhor o comportamento do mercado e suas repercussoes na

economia. Mais detalhes, podem ser encontrados em [1], [4], [6], [8] e [9].

Por exemplo, saber calcular e comparar os juros de diferentes tipos de
empréstimos e financiamentos é uma habilidade fundamental. Isso facilita a renegociacao
de dividas, a avaliacdo de projetos e a andlise de precos e descontos. Outro conceito
crucial é a inflagdo que mede a perda de valor do dinheiro ao longo do tempo. E evidente
que R$1.000,00 hoje tém maior poder de compra do que a mesma quantia daqui a um
ano. Para proteger o dinheiro dessa desvalorizagdo, uma estratégia € investi-lo em

instituicOes financeiras que oferecam retornos suficientes para compensar a inflacéo.

Segundo a 6? edicdo do Raio X do Investidor Brasileiro da ANBIMA, publicada
em 2022, a caderneta de poupanca foi o investimento mais utilizado no pais, escolhida
por 26% dos brasileiros. Em comparacdo, fundos de investimento e titulos privados
ficaram empatados em segundo lugar, com apenas 4% cada (veja [24]). Apesar de sua
popularidade, a caderneta de poupanca possui algumas limitacGes significativas. Seus
rendimentos, por exemplo, sdo creditados apenas a cada 30 dias, 0 que significa que
retiradas feitas antes desse periodo ndo geraram rendimento algum. Além disso, as taxas
de juros sdo geralmente baixas, ficando em torno de 0,6% ao més, o que dificulta a
protecdo do dinheiro contra a inflacdo, especialmente em cenarios de alta nos precos. Por
outro lado, a poupanca oferece vantagens que justificam sua preferéncia por uma parcela
significativa da populacdo. Entre essas vantagens estdo a liquidez diaria, que permite
saques a qualquer momento, e a isencao de Imposto de Renda, o que simplifica seu uso e

aumenta sua atratividade, principalmente para investidores iniciantes.

Embora a preferéncia pela poupanca seja compreensivel, existem outras opcées
de investimentos em renda fixa (veja [8]) que geralmente oferecem retornos mais

vantajosos. Entre elas estdo:

e Letras do Tesouro Nacional (LTN)
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e Letras Financeiras do Tesouro (LFT);

o Certificados de Depésito Bancério (CDB);
e Recibos de Depésito Bancério (RDB);

e Letras de Crédito Imobiliario (LCI);

o Letras de Crédito do Agronegocio (LCA).

O objetivo deste trabalho é apresentar, de maneira clara, acessivel e didatica as
opcodes de investimento em renda fixa supracitados, visando ampliar o conhecimento da
populacdo sobre essas alternativas. Para isso, realizaremos simulagdes de rendimentos
nominais com base nas séries historicas da taxa SELIC e da poupanca (veja as séries em
[27]). Além disso, serdo estimados os rendimentos reais, ou seja, descontados os efeitos
da inflagdo, para diferentes tipos de aplicagdes como poupanca, LCI, LCA e CDB. Com
iSS0, esperamos contribuir para uma tomada de decisdo mais informada e estratégica por
parte dos investidores, em consonancia com outros trabalhos, dos quais citamos [8], [21],
[22] e [23].

O trabalho esta organizado em trés sec¢Oes: na primeira, abordam-se 0s principais
conceitos e fundamentos da matematica financeira; na segunda, sdo apresentados
diferentes tipos de investimentos em renda fixa, acompanhados de informag6es sobre os
impostos incidentes sobre seus rendimentos e outros aspectos relevantes; na terceira e
Gltima secdo, sdo realizadas simulagdes de rendimentos nominais e reais, considerando

os diferentes tipos de investimentos descritos na secao anterior.

2. Um Resumo de Matematica Financeira

No ambito financeiro, compreender conceitos fundamentais como capital inicial,
periodo de investimento, juros e seus diferentes tipos, além de fatores como inflacéo, é
essencial para tomar decisGes mais conscientes e estratégicas. Esses elementos formam a
base para analise de aplicacBes financeiras, permitindo avaliar tanto os custos de

empréstimos quanto os retornos de investimentos.

Nesta secdo, exploraremos alguns dos principais conceitos que norteiam o
universo dos investimentos, como o capital inicial, o periodo aplicado, os juros simples e

compostos e indicadores econdmicos como o IPCA e o IGP-M. Além disso, abordaremos
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conceitos fundamentais como a relagdo entre juros nominais e reais, taxas equivalentes,
e outros instrumentos financeiros como a taxa Selic, CDI e os titulos de divida. Esta
fundamentacéo é crucial para compreender como funcionam os calculos e a dindmica das
aplicagdes financeiras que abordaremos nas proximas se¢des e leitor que tiver interesse

em se aprofundar nesse assunto, pode encontrar maiores detalhes em [2], [9], [25] e [26].
1. CAPITAL INICIAL

Ao realizar um investimento, é essencial possuir um valor especifico para ser
aplicado. Esse valor inicial € chamado de capital inicial. Em outras palavras, o capital
inicial é o montante que o investidor destina ao inicio de um investimento ou negdcio.
Ele representa a base sobre a qual calcular-se-a os rendimentos futuros, sendo, portanto,

um dos principais elementos de planejamento financeiro.
2. JUROS (J)

Os juros representam a remuneracgdo recebida por quem disponibiliza o capital
inicial (C). Desta forma, os juros podem ser compreendidos de duas formas principais:

como o custo associado a um empréstimo ou como o retorno obtido em um investimento.
3. TAXA DE JURO (i)

A taxa de juros é a medida que expressa o valor dos juros como uma porcentagem
em relacdo ao capital, por unidade de tempo. Isso significa que a taxa de juros € a
porcentagem que mostra o rendimento do capital investido para cada unidade de tempo.
Sua importancia se da porque padroniza o calculo do rendimento ou do custo, tornando
mais facil comparar diferentes investimentos ou empréstimos. Pode ser expressa em
diferentes periodos, como dias, meses, anos, etc. Porém, é essencial que tal periodo seja

0 mesmo em todos os calculos para evitar erros.
4. PRAZO OU PERIODO (n)

Em um investimento financeiro, o prazo ou periodo, € o intervalo de tempo que
o capital fica aplicado, ou seja, é o tempo decorrido entre 0 momento do investimento ou
empréstimo e a data de saque ou pagamento. Embora o prazo possa ser expresso em

diferentes unidades de tempo (mais comuns incluem diario, mensal, trimestral e anual), é
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imprescindivel que, para fins de calculos, esteja na mesma unidade da taxa de juros,
garantindo a consisténcia dos resultados. Cada tipo de periodo atende a diferentes
estratégias e objetivos financeiros, ajustando-se as necessidades dos investidores e as

caracteristicas especificas de cada aplicagao.
5. MONTANTE FINAL

O montante final é o valor acumulado ao término de um investimento, sendo
composto pelo capital inicial somado aos juros gerados durante o periodo de aplicacéo.
Ele representa o total recebido pelo investidor no final de um ciclo de investimento. Em
termos préaticos, o montante final reflete os resultados de uma aplicagdo financeira,

incluindo o valor inicial e os juros acumulados.
6. JUROS COMPOSTOS

A principal forma de calcular os juros de um investimento € o regime de juros
compostos. Neste regime os juros gerados em cada periodo séo adicionados ao capital,
formando o montante acumulado ao final daquele periodo. Esse montante, por sua vez,
passa a render novos juros no periodo seguinte, resultando em um crescimento
exponencial do capital inicial aplicado. Em outras palavras, 0s juros acumulados sdo
incorporados ao capital inicial, servindo como base para o célculo dos juros nos periodos
subsequentes. Matematicamente, se um capital inicial C é investido a uma taxa de juros

i (ao periodo), entdo 0 montante M ao final de n periodos é dado pela formula:

M=C-(1+)"

7. TAXAS DE JUROS EQUIVALENTES

As taxas equivalentes sdo taxas de juros definidas em diferentes unidades de
tempo, mas que, quando aplicadas a um mesmo capital e pelo mesmo prazo, resultam no

mesmo montante final.

Considere uma taxa de juros I, definida para um periodo "grande"” T, e uma taxa de juros
i, definida para um periodo menor t. Suponha também que T = n. t, para algum inteiro

n.
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Se um capital C é aplicado a taxa I durante um Unico periodo T, 0 montante ao final desse

periodo sera dado por:
M=C-(1+1).

Por outro lado, se 0 mesmo capital C for aplicado a taxa i, mas capitalizado n vezes, entdo

0 montante ao final do periodo T = n - t ser&:
M=C-(1+0D™
Igualando os dois montantes:
C-A+DH=cCc-(1+i)™
Dividindo ambos os lados por C (desde que C # 0):
141=(1+0D"

onde 1+ 1¢é o fator de acumulagdo para o periodo maior T, e (1 4+ i)™ é o fator de

acumulacéo obtido pela composicao de n periodos menores t.
Isolando I:
I=1+)"—1.
onde I representa a taxa equivalente para o periodo T.
Portanto, para que as taxas i e I sejam equivalentes, elas devem satisfazer essa relacao.

8. INFLACAO

A taxa inflacdo (ou simplesmente inflacdo) é um indice percentual que indica a
perda do poder de compra ao longo do tempo, caracterizada pelo aumento persistente e
generalizado dos precos de bens e servicos. Em periodos com taxa de inflacdo alta, uma
mesma quantia adquire menos produtos ou servigcos do que anteriormente. Existem varios

indices utilizados para medir a inflacdo (veja, por exemplo, [17], [18],
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[19] e [20]), entretanto neste trabalho iremos abordar somente os dois mais importantes,

gue citaremos a seguir:

O IPCA (indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo) é um indicador da
inflacdo, pois mostra o quanto os precos dos produtos e servigos que as familias
brasileiras consomem aumentam ao longo do tempo. O IBGE (Instituto Brasileiro
de Geografia e Estatistica) coleta os precos de uma cesta de produtos e servicos,
que representa 0 consumo tipico das familias brasileiras. Essa cesta inclui
alimentos, vestuario, habitacdo, transporte, salde e outros itens. Ao comparar 0s
precos de um més para 0 outro, é possivel calcular a variacdo e,
consequentemente, o IPCA. Ao acompanhar a variacdo desse indice, é possivel
ter uma ideia mais clara sobre o poder de compra do dinheiro e o0 impacto da
inflagdo na vida das pessoas.

O IGP-M (indice Geral de Pregos do Mercado) é um indicador econdmico que
mede a inflacdo brasileira, mas com um enfoque na variacao de precos em todas
as etapas de producdo de um bem ou servico, desde a matéria-prima até a venda
final. O IGP-M é calculado pela Fundacdo Getulio Vargas (FGV) e leva em

consideracdo trés indices:

i. IPA (indice de Precos por Atacado): Mede a variacio dos precos de
produtos vendidos no atacado, ou seja, antes de chegar ao varejo.

ii. IPC (indice de Precos ao Consumidor): Mede a variacdo dos precos de
produtos e servigos para o consumidor final, de forma semelhante ao
IPCA, mas com uma metodologia diferente (ambos medem a inflacdo com
base no custo de vida das familias, mas usam faixas de renda diferentes).

iii. INCC (indice Nacional de Custo da Construcio): Mede a variacdo dos

custos da construcéo civil.

O IGP-M ¢é amplamente utilizado como indexador em contratos de aluguel,

financiamentos, e outros tipos de contratos, servindo como base para reajustes.

9. TAXA DE JUROS NOMINAIS

A taxa de juros nominais € utilizada para calcular o retorno de um investimento

ou o custo de um empréstimo. Essa taxa, entretanto, ndo considera o impacto da inflag&o,
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nem os custos dos impostos, quando esses se aplicam. Assim, a taxa de juros nominais
determina apenas os valores brutos dos juros. E importante entender sua relagdo com

outras taxas, como a real, para avaliar o verdadeiro ganho ou custo financeiro.
10. TAXA DE JUROS REAIS

Diferentemente da nominal, a taxa de juros reais considera a inflacéo, refletindo
0 ganho efetivo de um investimento ou o custo real de um empréstimo. A relagdo entre

as taxas nominais, reais e a inflacdo de um determinado periodo é dada pela formula:
1+ lominat = 1+ ireal) -(1+ iinflat;éo)’
em que:

Inominal- € @ taxa de juros nominais;
ireqr. € @taxa de juros reais;
linfiacao- € @ taxa de inflagdo.

Assim, se um capital inicial C foi investido a uma taxa nominal i,,,,,inq:, €Nt40 0

montante nominal M,,.minai, S€ra dado por
My ominat = C - 1+ inominal) =C-(1+ ireal) -(1+ iinflagéo)-

A partir dessa relacdo, o montante real M,..,; pode ser expresso como:

Mnominal

Mpeqi = C- (1 +ipeq) = ——.
real ( +lreal) (1+iinflagéo)

11. TAXA SELIC

A taxa Selic (Sistema Especial de Liquidacdo e de Custddia), definida pelo
Comité de Politica Monetaria (Copom) do Banco Central do Brasil (veja as atas em [3]),
é um instrumento da politica monetaria brasileira, sendo ajustada para controlar a inflacdo
e estimular ou conter o crescimento econdmico. Ela é a taxa basica de juros da economia
brasileira, ou seja, o indice utilizado para definir os juros cobrados por uma instituicao
financeira. A taxa Selic é utilizada como referéncia para diversas operacoes financeiras e
influencia diretamente quase todas as taxas de juros praticadas no mercado financeiro,

como as taxas de empréstimos, financiamentos e aplicagdes financeiras.
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12. TAXA REFERENCIAL

A Taxa Referencial (TR) é um indice financeiro cuja principal finalidade é servir
como referéncia para diversas operacOes financeiras, sendo amplamente utilizada na
remuneracdo das cadernetas de poupanca e nos financiamentos habitacionais vinculados
ao Sistema Financeiro de Habitacdo (SFH) (veja [5]). Seu célculo é baseado nos valores
da Taxa Bésica Financeira (TBF), com a aplicacdo de um redutor. A TBF, por sua vez,
é determinada a partir da média ponderada das taxas de juros praticadas pelas 20 maiores

institui¢des financeiras do pais.
13. TAXA ACUMULADA

A Taxa Acumulada a medida do resultado total de uma sequéncia de taxas
aplicadas ao longo do tempo. Para calcular a taxa acumulada, é necessario conhecer os
valores das taxas individuais e considerar que cada taxa sera aplicada sobre o valor

resultante da anterior, como ilustrado na férmula abaixo:
,=[A+i) 1+ip) - A+iz) - A+i,)] -1,

em que:

i, € ataxa acumulada;

iy,15,13,...,10,: SA0 as taxas de varia¢do no periodo.
14. TITULOS

No mercado financeiro, Titulos sdo instrumentos que representam uma divida
emitida por entidades, como empresas, governos ou instituicdes financeiras, com o
objetivo de captar recursos. Esses contratos estabelecem o compromisso da entidade
emissora de devolver o capital investido, acrescido dos juros acumulados ao longo do
periodo de empréstimo. Os titulos podem assumir diversas formas, como titulos publicos,
certificados de depdsito e outros. Ao adquirirem titulos, os investidores estéo,
essencialmente, emprestando dinheiro a instituicdo emissora em troca de uma

remuneracao fixa ou variavel, com base nos juros acordados. Devido a sua seguranca e
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previsibilidade de retorno, os titulos sdo frequentemente considerados uma opcao atrativa

para aqueles que buscam rendimento estavel e com risco controlado.

Vale destacar que os titulos possuem periodos de caréncia e vencimento definidos no
momento da emissdo. Durante o periodo de caréncia, o investidor ndo pode resgatar o
valor aplicado, e qualquer retirada antecipada resultard na perda dos rendimentos
acumulados até entdo. No entanto, apds o término da caréncia, o titulo continuara a render
conforme as condicdes estabelecidas no contrato até a data de vencimento, permitindo o

resgate do saldo aplicado a qualguer momento, se assim desejar o investidor. Mais
15. CERTIFICADO DE DEPOSITO INTERBANCARIO

O Certificado de Depoésito Interbancario (CDI) é um titulo emitido por
instituicbes financeiras para regulamentar as operacdes de empréstimos entre bancos,
com prazo de um dia. A taxa do CDI ¢ bastante proxima da taxa Selic, valendo sempre
0,1% a menos que a Selic, e & muito utilizada como referéncia no mercado de renda fixa,
em especial para investimentos em produtos financeiros de baixo risco, como Certificados
de Deposito Bancéario, Letras de Crédito Imobiliario, entre outros. Embora o CDI seja
uma taxa de empréstimos de curtissimo prazo, ele é expresso anualmente, com base no
ano bancario de 252 dias Uteis, em vez dos 365 dias do ano civil. Isso ocorre porque, no
mercado financeiro, considera-se que o0 ano bancario tem 252 dias Uteis, que sdo os dias

em que as operacOes de crédito efetivamente acontecem.
3. Introducédo a Renda Fixa e Seus Instrumentos de Investimento

A renda fixa representa uma classe de investimentos caracterizada por sua
previsibilidade e seguranca. A principal caracteristica desse tipo de investimento é a
garantia de um retorno minimo, que inclui a0 menos o valor originalmente aplicado,
diferentemente de investimentos mais volateis, como ac¢des, onde o capital investido esta

sujeito a oscilacGes de mercado.

No Brasil, é possivel investir em renda fixa por meio de diversas plataformas,
incluindo bancos tradicionais, corretoras e programas como o Tesouro Direto. Além
disso, instituicdes financeiras oferecem uma ampla gama de investimentos em renda fixa,
como CDBs, RDBs, LCIs e LCAs, cada um com caracteristicas especificas, prazos e

regimes de tributacdo, atendendo as diferentes necessidades e objetivos dos investidores.
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A seguranga dos investimentos em renda fixa é reforcada pelo FGC (Fundo
Garantidor de Creéditos), que protege aplicagdes em caso de insolvéncia das instituicdes

financeiras, garantindo uma cobertura minima aos investidores.

Esta secdo abordara os tipos mais tradicionais de investimento em renda fixa, suas
caracteristicas, formas de remuneracdo, mecanismos de tributacdo e seguranca para este

tipo de investimentos.
16. RENDA FIXA

O conceito de renda fixa refere-se a investimentos baseados em titulos de divida,
nos quais o investidor concede um empréstimo a uma entidade, como o0 governo ou
instituicdes financeiras privadas, em troca de uma remuneragdo previamente acordada. A
principal caracteristica desse regime € a garantia de retorno, ainda que minimo,
assegurando que, ao final do periodo de investimento, o investidor recebera o capital

originalmente aplicado somado aos juros do periodo (veja [9], [21] e [22]).

Essa garantia de retorno distingue os investimentos de renda fixa de outros, como
acOes, que estdo sujeitos a volatilidade do mercado e podem resultar em perdas

financeiras, reduzindo o valor investido a uma fracdo do montante inicial.

Os titulos de renda fixa podem oferecer diferentes modelos de retorno, definidos

no momento da compra:

e Taxa Pré-fixada: o rendimento é fixado no inicio do investimento, garantindo
previsibilidade ao investidor.

o Taxa Poés-fixada: o rendimento esta vinculado a indicadores econémicos, como
CDlI, Selic, IPCA, IGP-M, entre outros, com retorno apurado apenas ao final do
periodo de aplicacéo.

e Taxa Hibrida: combina caracteristicas dos dois modelos supracitados, com parte

do retorno pré-fixado e outra parte atrelada a um indicador variavel.
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Neste trabalho, iremos abordar exclusivamente os investimentos em renda fixa
nos modelos de Taxas Pre-fixadas e Taxas Pds-fixadas, que sdo amplamente oferecidos
por diversas instituicdes e plataformas, como bancos tradicionais, corretoras, o programa

Tesouro Direto, certificados de operacOes estruturadas, entre outros mercados.
17. TESOURO DIRETO

Criado pelo Governo Brasileiro em 2002, e regulamentada em [10], o Tesouro
Direto é um programa que permite que pessoas fisicas adquiram titulos publicos federais
de forma direta, sem a necessidade de intermediacdo de instituicGes financeiras. Esse
modelo oferece ao investidor maior autonomia para realizar suas aplicacdes, uma vez que

a negociacdo ocorre diretamente com o tomador, que, neste caso, € o Governo Federal.

Os titulos disponibilizados no Tesouro Direto s&o emitidos pelo Tesouro Nacional
e tém como finalidade captar recursos para financiar areas prioritarias, como
infraestrutura, saude e educacdo. Além disso, o Tesouro Direto é amplamente

reconhecido como uma alternativa acessivel e segura para investidores de diversos perfis.

Essencialmente, os titulos do Tesouro Direto se dividem em duas categorias

basicas:

e Letras do Tesouro Nacional (LTN): atualmente conhecidas como Tesouro Pré-
Fixado, sdo certificados garantidos pela Bolsa de Mercados e Futuros (B3), esses
titulos se caracterizam por terem taxas pré-fixadas, ou seja, a rentabilidade é
definida no momento da compra.

e Letras Financeiras do Tesouro (LFT): denominadas atualmente como Tesouro
Pds-Fixado, sdo titulos cuja rentabilidade € pos-fixada e esta vinculada a taxa
Selic. Assim, ao contrério das LNTSs, a rentabilidade nominal da LFT so é
conhecida no momento do resgate ou vencimento do titulo. O célculo da
remuneracdo ocorre com base na taxa Selic diaria (DU), acumulada entre a data
de compra e a data de vencimento. Além disso, o rendimento final pode ser

influenciado por 4gio ou desagio no momento da aquisicdo do titulo:
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» Agio: quando o preco pago pelo titulo esta acima de seu valor
nominal, resultando em rendimentos menores que 100% da Selic.
= Desagio: quando o preco de compra esta abaixo do valor nominal,

proporcionando rendimentos superiores a 100% da Selic.
18. INSTITUICOES FINANCEIRAS PRIVADAS

As instituigdes financeiras privadas, como bancos comerciais, cooperativas de
crédito, corretoras e fundos de investimento, também oferecem uma variedade de opg¢des
para aplicacdo em renda fixa. Essas entidades atuam como intermediérias entre
investidores e tomadores de recursos, possibilitando a realizacdo de aplicagdes

financeiras por meio de produtos especificos.

Nessa relacdo, o investidor aplica seus recursos por intermédio da instituicdo, que,
por sua vez, utiliza esses valores para financiar operac¢@es de crédito ou outras atividades
financeiras. Assim, as instituicbes privadas desempenham uma conexdo entre
investidores e o mercado, proporcionando acesso a diversas modalidades de investimento,

dentre os quais destacamos 0s seguintes:
a) CADERNETA DE POUPANCA

A Caderneta de Poupanca é uma das opcdes de investimento mais utilizadas
devido a sua simplicidade, isencdo de imposto de renda para pessoa fisica e liquidez
diaria. A rentabilidade da caderneta de poupanca é definida pelo Banco Central e € igual
em todas as instituicdes financeiras que oferecem esse tipo de investimento.
Diferentemente de outros tipos de investimentos, a rentabilidade da poupanca ndo é
calculada diariamente, mas sim em ciclos de 30 dias e é definida de acordo com a taxa

Selic vigente, conforme descrito abaixo:

e Se ataxa Selic for superior a 8,5% ao ano (a.a.):

o Pessoa fisica: TR + 0,5% ao més (a.m.);

o Pessoa juridica: TR + 1,5% ao trimestre (a.t.).
e Se ataxa Selic for igual ou inferior a 8,5% a.a.:

o Pessoa fisica e juridica: TR + 70% da taxa Selic.
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E importante destacar que esta forma de remuneracéo € valida apenas  para
aplicagdes realizadas a partir de 03 de maio de 2012. Para investimentos

efetuados antes dessa data, a regra de rentabilidade é fixa:

e Pessoa fisica: TR + 0,5% a.m.;

e Pessoa juridica: TR + 1,5% a.t.
b) CERTIFICADO DE DEPOSITO BANCARIO

De acordo com Assaf Neto e Lima, os Certificados de Depdsito Bancério (CDB)
sdo titulos de renda fixa utilizados pelas institui¢cfes financeiras como forma de captagéo
de recursos. Nesse tipo de investimento, o investidor empresta seu capital ao banco em

troca de uma remuneragdo acordada previamente.
Os CDBs podem ser classificados quanto a sua liquidez:

o Liquidez diaria: permitem o resgate a qualquer momento;
e Prazo de vencimento: o capital investido, somado a rentabilidade, s6 pode ser

resgatado na data estipulada no momento da aplicacéo.

A rentabilidade dos CDBs pode ser pré-fixada, definida no momento da
aplicacdo, ou pos-fixada, geralmente atrelada ao CDI. O rendimento dos CDBs esta
sujeito ao imposto de renda, que € calculado com base na tabela regressiva que
apresentaremos um pouco mais adiante. O risco associado aos CDBs é considerado baixo,
uma vez que esses titulos contam com a protecéo do Fundo Garantidor de Creditos (FGC)
que também serd abordado mais adiante. Por sua flexibilidade e possibilidade de
adequacdo as diferentes necessidades de prazo e rentabilidade, o0 CDB pode ser

considerado uma bhoa forma de investimento de renda fixa.

¢) RECIBO DE DEPOSITO BANCARIO

Conforme o Banco Central, o Recibo de Depdsito Bancario (RDB) apresenta
caracteristicas semelhantes as do CDB, com algumas diferencas importantes. O RDB ¢
inegociavel e intransferivel, o que significa que o investidor ndo pode vender o titulo
antes da data de vencimento. Além disso, o0 RDB néo oferece liquidez diaria, de modo

que o valor investido s6 podera ser resgatado na data previamente estipulada entre as



Introducéo & Renda Fixa e Seus Instrumentos de Investimento 73

partes no momento da aplicagdo. Portanto, essa modalidade é ideal para investidores que
podem manter o capital aplicado até o vencimento, visando uma rentabilidade mais

previsivel e garantida.
d) LETRAS DE CREDITO IMOBILIARIO E DO AGRONEGOCIO

A Letra de Crédito Imobilidrio (LCI) é um titulo de crédito lastreado em

financiamentos imobiliarios, com garantia vinculada a hipotecas ou alienacdo fiduciaria
(veja [7]).

De maneira semelhante, a Letra de Crédito do Agronegdcio (LCA) é um titulo
de crédito relacionado a financiamentos destinados ao setor agropecuério, como 0s
vinculados a Cédulas de Produto Rural (CPR), Certificados de Direitos Creditorios do

Agronegocio (CDCA), Notas Promissorias Rurais, entre outros.

Ambos os tipos de investimentos podem ter rentabilidade pré-fixada ou pds-
fixada, sendo que, no caso poés-fixado, a remuneracdo € atrelada a indicadores
econémicos, como CDI, Selic, IPCA, entre outros. Esses titulos possuem prazo minimo
de aplicacdo de 90 dias e sédo isentos de Imposto de Renda para investidores pessoa fisica,
tornando-se opc¢des mais atraentes para aqueles que buscam rentabilidade com beneficios

fiscais.

Recomendamos os relatérios do Banco Central [11], [12], [13] e [14] para aqueles

gue quiserem investimentos e mercado financeiro em geral.
1. TRIBUTACAO DE RENDA FIXA

A tributacdo de investimentos em renda fixa no Brasil é regida pela tabela
progressiva do Imposto de Renda (IR), que visa arrecadar sobre os rendimentos obtidos
com esses ativos. O imposto € retido diretamente na fonte, no momento do resgate ou do
vencimento dos titulos, e varia conforme o prazo de aplicacdo, com aliquotas menores
para investimentos de maior duracdo. A tributacdo é uma parte importante a ser

considerada ao avaliar a rentabilidade liquida dos investimentos em renda fixa.

a) IMPOSTO DE RENDA
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Conforme a Lei n° 11.033, de 21 de dezembro de 2004, a tributagcdo sobre os
investimentos em renda fixa € realizada de acordo com a tabela regressiva do Imposto
de Renda (IR), que varia conforme o prazo de aplica¢do. Ou seja, quanto mais tempo o
investidor mantiver o dinheiro aplicado, menor sera a aliquota do imposto a ser pago
sobre os rendimentos. A tabela regressiva do IR para investimentos em renda fixa é a

seguinte:

o Até 180 dias: 22,5%

o De 181 a 360 dias: 20%

e De 361 a720dias: 17,5%
e Acima de 720 dias: 15%

Além disso, € importante destacar que o Imposto de Renda incide somente sobre
0s rendimentos, ou seja, sobre o lucro obtido com o investimento. O valor do imposto é
retido na fonte no momento do resgate ou do vencimento do titulo, o que simplifica o

processo para o investidor.

A tributacdo do IR para investidores pessoa fisica é aplicavel a diversos tipos de
investimentos de renda fixa, como Tesouro Direto, CDBs, RDBs, entre outros.
Aplicacdes como a caderneta de poupanga, as LCls e as LCASs, sdo isentos de Imposto de
Renda sobre os rendimentos, desde que atendidos os requisitos legais estabelecidos para

esses produtos.
b) IMPOSTO SOBRE OPERACOES FINANCEIRAS

A cobranca do Imposto sobre Operacbes Financeiras (IOF) em aplicacdes
financeiras de renda fixa e renda variavel segue uma tabela regressiva, com o objetivo de
incentivar a permanéncia do capital investido por periodos mais longos. O 10F incide
sobre o rendimento obtido em resgates realizados antes de 30 dias. A aliquota é
inicialmente de 96% no primeiro dia de aplicacdo e diminui em 3% por dia, até ser

totalmente isenta a partir do 31° dia, quando o IOF deixa de ser cobrado.
1. FUNDO GARANTIDOR DE CREDITOS

O Fundo Garantidor de Créditos (FGC) foi criado no Brasil em 1995 como uma

instituicdo privada e sem fins lucrativos, com o objetivo de proteger correntistas,
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poupadores e investidores em caso de insolvéncia, liquidacéo ou faléncia de instituicoes
financeiras associadas ao FGC. Funciona como uma espécie de "seguro" para os clientes
dessas instituicdes, garantindo o reembolso de valores limitados em situacdes de faléncia.

O valor da cobertura é de até R$ 250 mil por CPF ou CNPJ, por institui¢do financeira.
Especificamente, as regras de cobertura séo as seguintes:

e Se a soma total de todos os depdsitos ou investimentos de um cliente em uma
instituicdo financeira for igual ou inferior a R$ 250 mil, ele tera a cobertura total
do valor.

e Se 0 valor total de depositos e investimentos ultrapassar R$ 250 mil, o cliente

receberd até o limite de R$ 250 mil por instituicdo financeira.

Além disso, a partir de dezembro de 2017, os investimentos contratados tém um
teto de cobertura de até R$ 1 milhdo por CPF ou CNPJ, a cada periodo de 4 anos. Esse
limite é reestabelecido apds o primeiro pagamento de garantia, iniciando um novo ciclo

de 4 anos.
4. Algumas Simulacdes de Investimentos em Renda Fixa

Nesta secdo, apresentaremos simulacdes sobre 0s rendimentos nominais e reais de
investimentos em renda fixa a longo prazo. Os tipos de aplicacGes analisadas seréo
poupanca, CDB, LCI e LCA, que estdo entre as op¢oes mais comuns oferecidas pelos

bancos a seus clientes.

Definimos um periodo de investimento de 20 anos, mais especificamente, de
janeiro de 2004 a janeiro de 2024. Ou seja, consideramos que as aplicacbes foram
iniciadas em janeiro de 2004 e resgatadas apenas em janeiro de 2024, sem aportes
adicionais ou retiradas ao longo do periodo. Essa escolha de prazo se deve a relativa
estabilidade econémica alcancada pelo Brasil, em comparagdo com as duas décadas

anteriores.
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Em virtude de varios investimentos terem suas taxas de rendimentos atreladas a
Selic, vamos abordar esse tema com mais detalhes. Entre janeiro de 2004 e janeiro de
2024, a Selic passou por ciclos distintos, refletindo tanto mudangas nas condigdes
econdmicas internas quanto impactos de eventos globais. No inicio de 2004, a taxa Selic
estava em 16,5% ao ano e em setembro de 2007, a taxa atingiu 11,25%, o menor nivel até

entdo, reflexo de estabilidade econdmica.

Com a crise financeira global de 2008, o COPOM elevou a Selic para 13,75% em
2008, antes de reduzi-la para 8,75% em 2009, a fim de estimular a economia. Nos anos
seguintes, a Selic voltou a subir, chegando a 12,50% em 2011, para conter pressoes

inflacionarias decorrentes do crescimento doméstico e dos precos das commodities.

De 2012 a 2013, o Banco Central reduziu a taxa novamente, atingindo 7,25% em
outubro de 2012, o menor nivel historico até entdo. Porém, o aumento da inflagdo em

2013 levou a um novo ciclo de alta, encerrando 2014 com a Selic em 11,75%.

A crise econdmica e politica entre 2014 e 2016 pressionou a inflacdo e em virtude
disso a Selic foi elevada para 14,25% em julho de 2015, permanecendo nesse patamar atée
2016. Em 2017, o Banco Central iniciou um ciclo de reducédo da Selic em 2017, atingindo
6,5% em 2018. Esse movimento continuou nos anos seguintes, com a Selic alcancando
4,5% no final de 2019 e 2% em 2020, o menor valor da historia, em resposta a crise

econdmica provocada pela pandemia de COVID-19.

Em 2021, a recuperacdo econdmica pos-pandemia trouxe um aumento global da
inflacdo. No Brasil, o Banco Central respondeu elevando a Selic de 2% em marco de 2021
para 13,75% em 2022, tendo sido este um dos ciclos de alta mais rapidos e intensos da
historia. Em 2023, com sinais de desaceleracdo da inflacdo, o Banco Central iniciou um
ciclo de reducdo gradual da taxa, chegando a 11,25% em janeiro de 2024. As séries

completas podem ser encontradas em [27].

Entre janeiro de 2004 e janeiro de 2024, COPOM realizou 169 reunides para
discutir e definir a taxa Selic. Nos anos iniciais, essas reunides ocorriam mensalmente;
posteriormente, passaram a ser realizadas a cada 45 dias. O Figura 1 a seguir ilustra as

variagOes da taxa Selic ao longo dessas 169 reuniGes.
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Gréfico da Selic: 01/2004 a 01/2024
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Figura 1: Grafico da Variagdo da Selic entre janeiro de 2004 e janeiro de 2024

Outro fator que impacta os rendimentos das aplicacdes em renda fixa € a inflacdo.
Enquanto os rendimentos nominais sdo diretamente influenciados pela taxa Selic, a
inflacdo afeta o poder de compra. Assim, ao analisar os rendimentos desses
investimentos, € essencial considerar o impacto da inflacdo para determinar o ganho real

acumulado.

Durante o periodo de 2004 a 2024, a inflacdo no Brasil manteve-se em niveis
relativamente controlados, especialmente quando comparada as décadas anteriores. De
2004 até meados da década de 2010, a inflacdo se manteve, em grande parte, dentro ou
proxima das metas estabelecidas pelo Banco Central. Contudo, entre 2014 e 2016, o
Brasil enfrentou uma crise econdmica que elevou os indices de inflacéo, superando a 10%
em 2015, a maior desde 2002. A partir de 2017, o cenadrio comecgou a se estabilizar

novamente, com a inflagao retornando a patamares mais moderados.

A Figura 2 a seguir apresenta a evolucdo da inflacdo medida pelo IPCA durante o

periodo de 2004 a 2024, podendo ser encontrada em [27].
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IPCA Anual de 2004 a 2024
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Figura 2: Grafico do IPCA Anual de 2004 a 2024

O indice de inflagdo acumulado ao longo desses 20 anos, medido pelo IPCA e

denotada por IPCA,, é dada por:

IPCA,, = (14 0,076)(1 + 0,0569) --- (1 + 0,0462) — 1 = 2,0379.

Isso significa que o indice de inflacdo dado pelo IPCA foi de 203,79% entre 2004
e 2024.

No gue segue, vamos analisar alguns tipos de investimentos em CDB e LCI/LCA,
todos com capital inicial de R$ 1.000,00 que oferecem rendimentos diarios de uma fragéo
do CDI, considerando o intervalo de 21/01/2004 a 31/01/2024. Este intervalo corresponde
a 5.325 dias uteis e coincide com as datas da 12 e das 1692 reunies do COPOM, conforme
mencionado anteriormente. Durante esse periodo, como ilustrado na Figura 1, a taxa Selic
teve grande variacdo, de modo que a taxa CDI acompanhou essa variacdo, sendo sempre

0,1% menor que a Selic em cada intervalo entre as reunides do COPOM.

a) CDB com rendimento de 100% do CDI

Vamos analisar primeiro um investimento em um CDB que oferece rendimento
diério de 100% do CDI.

A Figura 3 a seguir apresenta o grafico dos rendimentos nominais brutos, ou seja,

sem o desconto do imposto de renda, em cada um dos 169 periodos. Este grafico é
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importante, pois mostra como a volatilidade da taxa Selic implica em oscilagdes dos

rendimentos.
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Figura 3: Rendimentos Brutos CDB
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A soma destes rendimentos resulta em um montante nominal bruto de R$
5.858,60. Porém, como as aplicacbes em CDB estdo sujeitas a incidéncia de imposto de
renda e o periodo total da aplicacdo ultrapassou 720 dias, foi aplicada a aliquota de 15%
sobre os rendimentos. Isso resultou em um imposto de R$ 878,79 sobre os rendimentos.

Por fim, ao final dos 20 anos de aplicacdo, 0 montante nominal resultou em R$ 5.973,59.

A Figura 4, apresentada a seguir, exibe a evolucao do saldo (montante) nominal

ao longo dos 169 periodos (20 anos).
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Figura 4: Grafico do Saldo Nominal Liquido
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Conforme ja vimos, o indice de inflagdo medido pelo IPCA acumulou 203,79%
entre 2004 e 2024. Assim, o saldo (montante) real da aplicagdo pode ser calculado pela

formula do montante real considerando a inflagdo, que é dada por:

Mnominal

M, pq = ——21E
red (1 + linflat;éo)

Para 0 nosso exemplo, temos:

R$5.973,59

T — R$1.966,38
(1 + 2,0379) $

Isso significa que, ao longo de 20 anos de uma aplicagdo em CDB conforme proposto, o
ganho real foi proximo a 100%. Em outras palavras, o poder de compra proporcionado
por esta aplicacdo praticamente dobrou, passando de R$ 1.000,00 para quase R$ 2.000,00.

b) LCI/LCA com rendimento de 95% do CDI

Vamos agora analisar um investimento em LCI/LCA com rendimento diario de
95% do CDI. Vale destacar que, nesse tipo de aplicacdo, ndo ha incidéncia de imposto de
renda. Assim, o rendimento bruto coincide com o rendimento nominal liquido. As Figuras
5 e 6, apresentadas a seguir, ilustram, respectivamente, os rendimentos e os saldos

nominais acumulados desse investimento ao longo dos 169 periodos ja citados acima.
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Grafico do Saldo Nominal Liquido
R$8,000.00
R$7,000.00
R$6,000.00
R$5,000.00
R$4,000.00

R$3,000.00
R$2,000.00
R$1,000.00

HOOI.DN

113
120
127
134
141
148
155
162
169

Figura 6: Grafico dos Saldos Nominais de LCI/LCA com Rendimento de 95% do CDI

O montante nominal obtido foi de R$ 7.450,00, enquanto o montante real, ajustado
pelo IPCA acumulado de 2004 a 2024, corresponde a:

Mnominal

M, pq = ——21E__
red (1 + linflac;éo)

R$ 7.450,00

—__ — R$2.452,00
(1 + 2,0379) $

Esse resultado mostra que um investimento em LCI/LCA com rendimento de 95%
do CDI foi significativamente mais vantajoso em compara¢cdo com um investimento em
CDB, mesmo que o rendimento seja inferior a 100% do CDI. Essa vantagem decorre da

isencao de imposto de renda sobre os rendimentos em LCI/LCA.

c) CBD com Rendimento de 100% do CDI versus LCI/LCA com
Rendimento de 85% do CDI.

Agora, voltemos nossa atencdo para investimentos em CDB com rendimento
diario de 100% do CDI no intervalo de tempo entre janeiro de 2004 e janeiro de 2024.
Considerando que esse tipo de aplicacdo esta sujeito a aliquota de 15% de imposto de
renda, a taxa de rendimento liquido deve ser equivalente a 85% do CDI. Em outras

palavras, um investimento em CDB que rende 100% do CDI deveria ser equivalente a um
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investimento em LCI/LCA com rendimento de 85% do CDI, devido a isencéo de imposto

de renda no altimo caso.

Simulando um investimento de R$ 1.000,00 em LCI/LCA com rendimento de
85% do CDI no periodo de janeiro de 2004 a janeiro de 2024, obtivemos um montante
nominal de R$ 6.091,00 e um montante real de R$ 2.005,00. Esses valores sdo muito
préximos aos obtidos na simulacdo anterior (a). As Figuras 7 e 8 a seguir apresentam 0s

rendimentos e saldos desse investimento com maior precisao.

Concluimos, assim, que qualquer investimento em LCI/LCA com rendimento
diario superior a 85% do CDI é mais vantajoso do que um investimento em CDB com
100% do CDI.
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d) SimulacGes de Investimentos com Aportes Periodicos

Nesta secdo, simularemos alguns investimentos em CDB com aportes periddicos
baseados em uma porcentagem do salario minimo. O periodo analisado sera de janeiro de
2004 a janeiro de 2024, com um total de 169 aportes realizados nas datas das reunides do

COPOM durante esse intervalo.

Na primeira simulacdo, os aportes correspondem a 10% do salario minimo vigente
na data de cada reunido. Na segunda simulacdo, esse percentual é aumentado para 20%.
Para calcular os valores dos aportes, é necessario conhecer o salario minimo em cada ano

do periodo considerado. A Figura 9 a seguir apresenta esses valores.

Valor do Saldrio Minimo de 2004 a 2024
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Figura 9: Valor do salario minimo de 2004 a 2024

Nas simulacGes com aportes de 10% do salario minimo, os resultados indicam um
montante nominal final em torno de R$ 24.500,00 e um montante real aproximado de R$

8.100,00. A Figura 10 ilustra a evolugéo dos saldos nominais ao longo do tempo.
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Saldos Nominais com Aportes de 10% do Salario Minimo
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Figura 10: Saldos Nominais de um Investimento com Aportes Periodicos de 10% do
Salario Minimo

R$15,000.00

Se 0s aportes periddicos fossem dobrados, passando para 20% do salario minimo,
os montantes finais, tanto nominal quanto real, também dobrariam, estimados em cerca
de R$ 49.000,00 e R$ 16.200,00, respectivamente. A Figura 11 ilustra a evolucdo dos

saldos nominais ao longo do tempo.

Saldos Nominais com Aportes de 20% do Salario Minimo
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Figura 11: Saldos Nominais de um Investimento com Aportes Periddicos de 20% do
Saléario Minimo

e) Rendimentos da Poupanca com depositos de 2004 a 2024
Analisaremos na sequéncia, os rendimentos da poupanga no periodo de janeiro
2004 a janeiro 2024. E importante lembrar que os depdsitos realizados em poupanca

antes de 2012 possuem contribuic6es definidas como TR + 0,5% ao més. Assim, caso
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o investidor tenha valores aplicados na poupanga antes de 3 de maio de 2012, continuara

recebendo os pagamentos pela antiga regra.

O grafico da Figura 12 a seguir, mostra que um investimento inicial de R$
1.000,00 em janeiro de 2004, resultara em um montante final de R$ 4.088,76 em um
periodo de investimentos que se encerra em janeiro de 2024. 1Isso representa um

rendimento nominal liquido pouco superior a R$ 3.000,00 ao longo do periodo.
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Figura 12: Saldo dos Rendimentos Nominais da Poupanca no periodo de janeiro de
2004 a janeiro de 2024

Com o resultado apresentado e considerando a inflagdo no periodo, obtemos o

rendimento real calculado da seguinte forma:

Mnominal

M, oy = ——2ne
red (1 + linflat;éo)

R$ 4.088,76

T — R$1.345,92.
(1 + 2,0379) $

Portanto, ao longo de 20 anos de aplicacédo, considerando a inflagéo, é possivel
perceber que os rendimentos obtidos com a poupanga ndo sdo tdo vantajosos quanto
aqueles obtidos em investimentos como CBD e LCI/LCA que analisamos anteriormente
em (a) e (b).

f) Rendimentos da Poupanga com depositos de 2012 a 2024
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Nas simulacGes a seguir, serd considerado um periodo de 12 anos, durante o qual a
regra de remuneracdo difere das analises anteriores. A partir de 2012, os rendimentos
passam a estar vinculados a variacdo da taxa Selic. Quando a taxa Selic é superior a 8,5%
ao ano, a poupanca rende TR + 0,5% ao més. Por outro lado, quando a Selic esta abaixo

de 8,5% ao ano, a remuneracao € de TR + 70% da taxa Selic.

Ao analisarmos a taxa Selic no periodo de 2012 a 2024 (veja a Figura 1),
constatamos que, em 140 meses, a poupanga seguiu a regra mais recente em 66 meses,
durante os quais a Selic permaneceu inferior a 8,5% ao ano. Nesse intervalo, os
rendimentos da poupanca alcangaram, no maximo, cerca de 6% ao ano, valor observado

quando a Selic se aproximava do limite de 8,5% ao ano.

O gréfico da Figura 14 apresenta os rendimentos da poupanga com base na regra
estabelecida em 2012. Com um aporte inicial de R$ 1.000,00 realizado em maio de 2012,
obteve-se um saldo nominal acumulado de R$ 1.958,13 até a data final, em janeiro de
2024.
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Figura 14: Rendimento Nominal da Poupanca no periodo de 5/2012 a 1/2024

No periodo de maio de 2012 a janeiro de 2024, a inflacdo acumulada foi de
96,15%. Assim, o rendimento real de um investimento de R$ 1.000,00 em poupanca neste

periodo pode ser calculado utilizando a formula apresentada a seguir:

Mnominal

M, = —ominal
T (1 + ligigeao)

R$1.958,13

= — R$998,28.
(1 + 0,9615) $998,
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Desta forma, verificamos que os rendimentos reais da poupanca ficaram proximos da
inflacdo, o que significa que, nesse periodo, essa aplicagdo foi suficiente apenas para
preservar o poder de compra do dinheiro investido, resultando, portanto, em um retorno

real levemente negativo.

Para finalizarmos o trabalho, vamos avaliar qual regra seria mais vantajosa para
0s investidores da poupanca, realizamos uma simulacéo considerando tanto a regra antiga
quanto a regra atual. Com base nas informacg6es disponiveis, comparamos os rendimentos
obtidos pela poupanca em cada uma dessas situagdes. Os graficos resultantes serdo

apresentados ap6s 0s comentarios.

A simulagéo tem inicio com um investimento realizado em maio de 2012,
no valor inicial de R$ 1.000,00. Considerando a regra antiga da poupanga, o investimento
resultaria em um rendimento nominal de R$ 2.198,34, conforme apresentado na Figura
15.

Rendimento Nominal da Poupanca Utilizando a Regra Antiga
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Figura 15: Rendimento Nominal da Poupanca no periodo de 12/2012 a 1/2024
considerando a Regra Antiga
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Por outro lado, conforme podemos observar na Figura 14, o rendimento nominal
da poupanca do mesmo aporte inicial no mesmo periodo, considerando a regra atual, é de
R$ 1.958,13. Isso mostra uma diferenca de rendimentos na ordem de R$ 240,00. Assim,
para cada R$ 1.000,00 aplicados na poupanga, entre maio de 2012 e janeiro de 2024, o
investidor deixou de ganhar, aproximadamente, R$ 240,00. Note que esse valor € irrisério
para o periodo. Porém, quando analisamos saldos maiores, na ordem de bilhdes, essa
diferenca tende a ser bastante expressiva. Vale ressaltar que o saldo dos depoésitos de

poupanca no Brasil ronda a casa de 1 trilh&o de reais.
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Dessa forma, podemos concluir que, sob a regra antiga, o investidor obteve
melhores resultados em seus investimentos em poupancga. A nova regra, vinculada a Selic,
faz com que os rendimentos diminuam a medida que a taxa de juros cai. No entanto, o
investidor ndo se beneficia quando a Selic esta acima de 8,5% ao ano, pois os rendimentos
serdo sempre compostos pela TR + 0,5% ao més, caso a Selic seja superior a esse valor.
J& aregra antiga, por ndo estar atrelada a Selic, oferecia maiores vantagens ao investidor,

mesmo quando a taxa basica de juros estava em queda.
5. Concluséo

Ao longo deste trabalho, foram apresentados conceitos fundamentais de
matematica financeira, como tributacdo, taxa de juros, imposto de renda, entre outros, que
serviram como ferramentas para as simulacfes e analises realizadas sobre produtos de
renda fixa. A pesquisa abordou a poupanca, CDBs e LCIs/LCAs, utilizando dados
historicos do periodo de 2004 a 2024, permitindo avaliar as vantagens e desvantagens

desses instrumentos em diferentes cenarios econdmicos.

Conforme exposto, as analises se concentraram nos principais produtos de renda
fixa disponiveis no mercado. As simulacgdes iniciaram com uma revisao histdrica da taxa
Selic ao longo de 20 anos, revelando que a taxa esteve em patamares iguais ou inferiores
a 8,5% ao ano apenas em dois periodos especificos, prevalecendo, na maior parte do
tempo, valores superiores. Isso sugere uma maior probabilidade de a Selic permanecer
acima de 8,5% ao ano, salvo em ocasifes extraordinarias que impactem a economia
brasileira. Adicionalmente, foram apresentados dados histéricos do IPCA, que
desempenha um papel crucial para avaliar o poder de compra associado aos rendimentos

obtidos nos investimentos analisados.

As analises indicaram que LCIs/LCAs com rendimento de 85% do CDI
frequentemente superam CDBs que oferecem 100% do CDI, tornando-se, assim, mais
vantajosas para os investidores. No entanto, ressalta-se a importancia de avaliar as
condicdes especificas oferecidas por cada instituicdo financeira. Ja a poupanca, apesar de
sua popularidade, apresentou desempenho limitado e significativamente inferior em
comparacdo aos investimentos atrelados ao CDI. Foi destacado, ainda, o impacto das
regras antiga e atual da poupanca, sendo que a regra anterior proporcionava uma

rentabilidade mais atrativa em relagcéo a regra vigente.
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Em suma, este estudo reforca que a escolha de investimentos em renda fixa deve
considerar ndo apenas a rentabilidade nominal, mas também os efeitos da tributacéo e da
inflac&o sobre os retornos. Uma analise criteriosa desses fatores é essencial para alinhar
as estratégias financeiras as metas de longo prazo, garantindo a preservacdo do poder de

compra e a maximizagdo dos resultados financeiros do investidor.
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Polionimos Geradores de Nimeros Primos

Doherty Andrade — Email: dandrade@uem.br

Resumo: Nesta notas investigamos polindmios com coeficientes inteiros que geram
ntmeros primos. Apresentamos as espirais de Ulam e de Sacks em que os nimeros
primos se apresentam seguindo certos padrdes. Também apresentamos codigos em
Python que nos ajudam e visualizar as espirais.

Palavras-chave: Polindmios; Numeros primos; Coeficentes.

1. Introducao

O interesse pelos nimeros primos vem de longa data, Euclides de Alexandria (300
A.C)) talvez tenha sido o primeiro a apresentar uma demonstracdo para a existéncia
de infinitos nimeros primos. Historicamente, define-se ntiimero primo apenas para os
numeros naturais. Podemos estender o conceito de ntiimero primo para abranger os
ntmeros inteiros negativos definindo que —#n é primo se n for primo. Assim, —5 é um
namero inteiro primo.

Os nimeros primos desempenham um papel importante dentro da Matematica. O
Teorema Fundamental da Aritmética afirma que todo niimero natural maior do que 1
ou é primo ou é um produto de primos, evidenciando assim os ntimeros primos como
blocos construtores dos niimeros naturais e, portanto, dos nimeros inteiros.

Com o surgimento do computador, o interesse pelos primos cresceu ainda mais. A
possibilidade de realizar buscas computacionais por nimeros primos cada vez maiores
se tornou realidade, especialmente na criptografia. Além disso, conjecturas que antes pa-
reciam inalcancéveis passaram a ser testadas de forma empirica. Embora testes compu-
tacionais ndo substituam demonstracbes Matematica, eles oferecem intuicdo e fornecem
contraexemplos valiosos.

A questdo principal que muitos matemaéticos tentam responder é como os niimeros
primos sdo gerados? Existe um padrdo em que eles aparecem no conjunto dos ntimeros
naturais? Qual é a forma geral de um ntimero primo? Muitos mateméticos, desde a
antiguidade, tentaram compreender o universo dos niimeros primos e responder a essas

perguntas. Elaborando teorias e fazendo conjecturas fomos avancando no conhecimento.
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Neste contexto, surgem os polindmios com coeficientes inteiros que geram ntmeros pri-
mos. As férmulas polinomiais com coeficientes inteiros que geram nimeros primos estdo
dentro deste tema. E sobre alguns desses polindmios que vamos tratar nestas notas.

Legendre demonstrou que nédo existe uma fungédo algébrica racional R(n) que sempre
produza ntimeros primos quando a entrada n é um ntmero natural. Em 1752, Goldbach
mostrou que nenhum polinémio p(n) com coeficientes inteiros pode gerar sempre um
primo quando os valores n sdo inteiros. Veja o teorema 4.1 na se¢do 4. Portanto, ndo
esperamos encontrar um polindmio com essa propriedade, mas podemos procurar por
um polindmio que possa gerar muitos ntimeros primos.

Assim o interesse ainda continua: determinar polindmios ndo contantes e com coe-
ficientes inteiros que, para uma grande quantidade de nimeros naturais 1, tem-se p(n)
um nimero primo.

Existe um polindmio em 10 varidveis com coeficientes inteiros tal que o conjunto
de primos ¢é igual ao conjunto de valores positivos deste polindmio, obtido a medida
que as varidveis assumem todos os valores inteiros ndo negativos. Embora esse resul-
tado seja impressionante, trata-se, na verdade, de um conjunto de equagdes diofantinas
disfarcadas. Veja (Ribenboim, 1991).

2. O exemplo de Euler

Entre os polindmios geradores de niimeros primos, a mais conhecida dessas férmulas

polinomiais é a de Euler, veja (Euler, 1772) e (Ball; Coxeter, 1987):
f(n) = n*+n+41.

De modo geral,
f(n)=n*+n+p,

onde p é um ntimero primo.

Aos numeros primos p tais que a expressdo acima gera primos paran =0,1, ..., p —2
foi denominada por Le Lionnais (Le Lionnais, 1983) de nimeros da Sorte de Euler (onde
o caso p = 41 corresponde a férmula de Euler).

Rabinowitz (Rabinowitz, 1913) demonstrou que para um primo p > 0, o polindmio
de Euler representa um primo para n € [0, p — 2| (excluindo o caso trivial p = 2) .

O polinémio de Euler p(n) = n? + n + 41 que gera ndmeros primos para varios valo-
res de niimeros naturais 7 sucessivos. Na verdade, este polindmio gera nimeros primos

para os 40 primeiros niimeros consecutivos, a saber, n = 0,1,2,...,38,39, como mencio-
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nado acima. Como p(—n —1) = p(n), ele também gera primos paran = —40, -39, ..., -2, -1,

mas esses primos sao idénticos aos primos gerados anteriormente.

3. Outros exemplos

De tempos em tempos estudiosos apresentam polindmios com coeficientes inteiros
que geram nimeros primos, mas ndo geram todos os niimeros primos obiviamente. Um
polindmio com essa propriedade, mesmo que gerando apenas alguns nimeros primos,
é importante porque nem todo polindmio tem essa propriedade. Por exemplo, p(n) =
3n? — n + 2 gera apenas nimeros pares, ou seja, nunca gera primos (exceto obviamente
quando 1 = 0 obtemos o primo 2). De fato, como p(n) = 3n> —n+2 =n(3n—1) +2,
se 2 ndo divide n entdo n = 2k + 1 para algum k inteiro. Segue que 3n —1 = 6k + 2 e,
portanto, n(3n — 1) +2 = 2(2k +1)(3k + 1) + 2 que é par. O caso em que 2 divide n é
mais imediato.

A situagdo é ainda pior. Por exemplo, sabe-se que o polindmio de Bouniakowsky
dado por P(x) = x!2 + 488669 gera pelo menos um ntmero primo. Testes computacio-

nais mostraram que nao produz nimeros primos até x = 616980:

P(616980) = 304265726159978433637643344390889488213671181434701
7424896000000488669.

é o primeiro niimero primo assumido pelo polindmio. Este valor foi determinando com-
putacionalmente.

Também observou-se computacionalmente que todos os valores primos conhecidos e
assumidos pelo polindmio terminam com os digitos 00488669. Isso seria verdadeiro para
todos os valores primos do polindmio?

Em 1837 (Dirichlet, 1837; Stephan, 2014), o matemadtico alemdo P. G. L. Dirichlet (1805-
1859) provou que uma progressdo aritmética a 4 bd de médulo d (uma fungdo polinomial
inteira de grau 1 em d, onde d, a e b sdo inteiros com gecd(a,d) = 1), gera infinitos
ndmeros primos.

Em 1857, vinte anos apds o teorema de Dirichlet, a conjectura do matematico ucrani-
ano Victor Y. Bunyakovsky (1804-1889), mencionada em (Bunyakovsky, 1857), ja era uma
tentativa de generalizar este teorema para fung¢des polinomiais inteiras de grau m > 1.
Esta conjectura afirma que, sob trés condi¢des mencionadas a seguir, uma fungdo poli-
nomial de grau m > 1 gera infinitos nimeros primos. Até o ano de 2024 esta conjectura
ndo foi refutada.

A conjectura de Bunyakovsky afirma que, sob trés condi¢des mencionadas a seguir,
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uma fun¢do polinomial inteira de grau m > 1 gera infinitos niimeros primos. As trés
condigdes surgem do fato de que o polindmio considerado deve ser, além disso, irre-
duzivel, sendo esta palavra tomada no sentido dado por Bunyakovsky em seu artigo:

* O coeficiente lider deve ser positivo;
* Os coeficientes do polindmio devem verificar MDC(coeficientes) = 1;

* O polindmio deve ser irreduzivel, isto é, ndo divisivel por qualquer outro polindmio
de graud com 0 < d < m.

A conjectura sugere que, por exemplo, um polindmio como x? + 1 (que é irredutivel sobre
os inteiros e cujos coeficientes sdo coprimos) deve gerar infinitos ntimeros primos. Do
mesmo modo, o polindmio de Euler f(n) = n% + n + 41 gera infinitos nimeros primos. .

Até o momento, a conjectura de Bouniakowsky permanece ndo provada, assim como
muitas outras conjecturas sobre a distribui¢do de niimeros primos. No entanto, é apoiada
por uma grande quantidade de evidéncias empiricas. A importancia da conjectura de
Bouniakowsky reside na sua generalizagdo e na sua capacidade de abranger muitos casos
especiais conhecidos na teoria dos nimeros. Uma prova desta conjectura implicaria um
grande avanco na compreensdo da distribuicdo de niimeros primos em polinémios e teria
consequéncias significativas para outras conjecturas e teoremas na teoria dos nameros.

Em 2020 R. Deloin, (Deloin, 2020), utilizando uma nova abordagem relaciona a conjec-
tura de Bunyakovsky com uma teoria geral das progressdes aritméticas, apresentou uma
prova da conjectura de Bunyakovsky, mas a comunidade matemaética ainda tem algumas
restricdes a demonstracdo apresentada.

Ainda sobre os polindmio de Euler do tipo f(n) = n? 4+ n + p, onde p é um ntimero
primo, vimos acima que ele assume valores primos para todos n no conjunto {0, 1, 2,
..., p-2}. Os tinicos valores de p para os quais o polindmio f(n) = n? +n + p assume
valores primos para todos n € {0,1,2,...,p — 2} sdo os seguintes: {2, 3,5, 11, 17, 41}.

Note que, para cada um desses polindmios, a lista de valores consecutivos de n para
os quais ele assume valores primos ndo pode ser estendida além de n = p — 2, pois
n?+n+ p é composto paran = p — 1 (e para n = p também).

De fato, se n = p — 1, entdo obtemos f(p) = p?>+ 1. Se p = 2 ou 3 tem-se um ndmero
composto. Se p > 3 é primo, entdo p pode ser escrito de uma das formas

6k, 6k + 1,6k + 2,6k + 3,6k 4,6k +5

e entre esses, apenas o0s que estdo na forma 6k = 1 podem ser primos.
Vamos analisar p = 6k +1e p =6k — 1:
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Se p =6k+1:

p? = (6k+1)% = 36k> + 12k + 1

Portanto,

p?+1 =236k 4+ 12k +1+1 = 36k> + 12k + 2 = 2(18k? 4 6k + 1)
Isto é claramente divisivel por 2, portanto, é composto.
Sep=06k—1:
p? = (6k —1)% = 36k*> — 12k + 1

Portanto,

p?+1 =236k — 12k +1+1 = 36k> — 12k + 2 = 2(18k? — 6k + 1)

Isto também é claramente divisivel por 2, portanto, é composto.

Assim, para qualquer ntimero primo p > 3, p> + 1 serd sempre um niimero composto.

Também Legendre apresentou o polindmio p(n) = n? +n + 17 que é primo para
todos n € {0,1,2,...,14,15} e o polindmio p(n) = 2n? + 29 que é primo para n €
{0,1,2,...,27,28}.

Vejamos alguns exemplos de outros polindmios.

O exemplo de Fung e Ruby:
p(n) = 47n* — 1701n + 10181

assume valores primos para n € {0,1,2,3,4,5,6,7,29,28, ...,42}.
Também o polindmio
p(n) = 36n> — 810n 4 2753

assume valores primos para n € {01,2,3,4,19,20,...,44}.
O polinémio ctbico dado por S. M. Ruiz

p(n) = 3n> — 183n> + 3318n — 18757

assume valores primos para n € {0,1,2,...,46}.

Outro polindmio ctibico interessante

P(n) =n®4n*>+17
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assume muitos valores primos para valores consecutivos de n = 0,.. ., 10.
Como observado acima, Legendre apresentou o polindmio f(n) = n? +n + 17 que é
primo para todos n € {0,1,2,...,14,15}. Polindmios que se assemelham a este incluem:

e f(n=mn?+3n+19: primo paran € {0,1,2,...,13,14};
e f(n) = n*+5n+23: primo paran € {0,1,2,...,12,13};
e f(n) =n?+7n+29: primo paran € {0,1,2,...,11,12}.

Legendre também apresentou o polindmio f(n) = 2n% + 29 que é primo para n €
{0,1,2,...,27,28}. Polindbmios semelhantes incluem:

o f(n) = 8n®+29: primo paran € {0,1,2,...,13,14};
e f(n) =10n?+ 13: primo para n € {0,1,2,...,11,12};
e f(n) =10n*+7: primo para n € {0,1,2,...,5,6};

e f(n) =10n%+ 19: primo para n € {0,1,2,...,17,18};

e f(n) = 12n%+59: primo para n € {0,1,2,...,13,14}.

Aqui estdo alguns polindmios que se assemelham ao polindmio de Euler n? + n + 41,

mas diferem no coeficiente de n:
e 1%+ 3n + 43: primo para n € {0,1,2,...,37,38};
o 1%+ 5n + 47: primo para n € {0,1,2,...,36,37};
e n2+7n+53: primo para n € {0,1,2,...,35,36}.

Cada um desses polindmios gera valores primos por um longo conjunto de valores
consecutivos de 7.

Aqui estd um exemplo dado por Fung e Ruby:
f(n) = 36n* — 8101 + 2753.

Ele assume valores primos paran € {0,1,2,...,43,44}. Polindmios semelhantes incluem:

o f(n) =36n* — 828n + 4363: primo para n € {0,1,2,...,24,25};

e f(n) = 36n%—960n + 7993: primo para n € {0,1,2,...,14,15}.
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Semelhante ao acima estd aqui outro exemplo de Fung e Ruby:
f(n) = 47n* — 1701n + 10181.

Ele assume valores primos paran € {0,1,2,...,41,42}. Polindmios semelhantes incluem:
o f(n) = 47n* —1591n + 9631: primo para n € {0,1,2,...,10,11};
* f(n)= 47n% — 371n + 8761: primo para n € {0,1,2,...,9,10};
o f(n) =47n% — 901n + 9151: primo para n € {0,1,2,...,7,8};
* f(n)= 67n% — 1261n + 9491: primo para n € {0,1,2,...,7,8};
e f(n) = 67n% —561n + 9241: primo para n € {0,1,2,...,11,12}.

Por fim, temos este polindmio ctibico dado por S. M. Ruiz:
p(n) = 3n® — 1831 + 3318n — 18757.

Ele assume valores primos paran € {0,1,2,...,41,42}. Polindmios semelhantes incluem:
o f(n) =3n—183n% + 3138n — 13487: primo para n € {0,1,2,...,6,7};
e f(n) = 3n3 —183n? + 2148n — 15277: primo para n € {0,1,2,...,8,9}.

Dessa forma, podemos explorar variagdes em polindmios geradores de primos que
geram valores primos por longos periodos de valores consecutivos do argumento. Os
leitores podem encontrar mais exemplos desse tipo.

Um polindmio interessante é:
Q(n) = n® —2999n + 2248541,

que produz 80 primos de n = 1460 a n = 1539, como exemplo.
Analisando atentamente o polindmio Q(#), realizando algumas manipulagoes algébricas,
obtem-se que
Q(n) = (—n +1499)% — (—n + 1499) + 41

ou seja, Q(n) = f(—n +1499), onde f é o polindmio de Euler.
Os 80 primos produzidos por Q(n) sdo, portanto, os mesmos 40 primos distintos do
Polinémio de Euler, obtidos de n = 1 a n = 40. Como fungdes polinomiais de grau 2 tém

um eixo vertical de simetria no vértice, cada valor aparece duas vezes.
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O polindmio com coeficientes racionais a seguir, fugindo um pouco dos polindmios

com coeficientes inteiros,

1 5 133, 6729 5 158379 , 860147
n* + - n® +

an ~ 1 n 1 > n — 1705829

gera nuimeros primos para n entre 0 e 56.

4. A demonstragao

Voltando a pergunta: existe um polindmio p(#) ndo constante com coeficientes intei-
ros que gera para cada nimero inteiro 7 um nimero primo? A resposta é ndo e vamos

Ver porque.

Teorema 4.1 Nao existe polindmio p(n) de uma varidvel com coeficientes inteiros e nio constante
que assuma apenas valores primos para valores de n inteiros.

A condigdo “ndo constante”é necessdria para evitar casos triviais. Por exemplo, su-
ponha que p(n) = 3 para todos os inteiros positivos 1 (ou seja, ¢ uma fung¢do constante);
isso claramente assume apenas valores primos!

Para provar o teorema acima, precisamos dos dois lemas dados abaixo.

Lema 4.2 Se f(x) é um polindmio com coeficientes inteiros, entdo (a — b) é um divisor de f(a) —

f(b) para quaisquer dois inteiros distintos a e b.

Para ver por que isso é verdade, observe primeiro que a — b é um divisor de a* — b

para qualquer inteiro positivo k. Em seguida, observe que se
f(x) = apx 4+ ay_1x" 1+ + agx + ag,
onde ag,a,...,a,_1,4, Sa0 inteiros, entao
fa) = f(b) = ay(a” —b") +a,_1(a" L ="+ +a;(a—b).

Como a — b é um divisor de cada termo entre parénteses a direita, segue que a — b é um

divisor de f(a) — f(b).

Lema 4.3 Se f(x) é um polindmio com coeficiente lider positivo, entdo para N for suficientemente
grande, f(x) serd positivo e estritamente crescente para todo x > N.
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Vamos apresentar apenas um esboco da prova deste lema. Seja
f(x) = apx" +a, 1x" 14 +ajx +ag,

onde ag,ay,...,4,—1,a, sdo inteiros com a, > 0. Podemos reescrever o polindmio na
forma

ay,_ a a
f(X)=x”(an+ ”x1+---+xn—£1+x—2),

de onde concluimos que para x suficientemente grande f(x) é positivo.

Do mesmo modo, como f’(x) tem coeficiente lider positivo, existe N natural suficien-
temente grande tal que f’'(x) > 0,Vx > N. Segue que f é crescente e positiva, para todo
x > N.

Agora voltamos a demonstragdo do teorema.

Demonstragido: A seguir a demonstracdo da afirmagdo principal, teorema 4.1. Seja
f(x) um polinémio ndo constante com coeficientes inteiros, sem perda de generalidade
podemos supor que tenha coeficiente lider positivo. Para mostrar que f(x) ndo pode
assumir apenas valores primos quando x é natural, s6 precisamos exibir um tnico valor
composto que f assume. Vamos exibir tal valor.

Suponha que para o natural N tem-se que para x > N, f(x) seja crescente e f(x) > 1.
Seja f(N) = g. Como N é natural e os coeficientes sado inteiros, segue que g é um inteiro.
Entdo g > 1. Agora considere o ntimero

f(N+¢q) = f(N).

Invocando o Lema 1, inferimos que f(N +¢q) — f(N) = f(N +q) — g é divisivel por
g. Como f(N) = g, isso implica que f(N + gq) também é divisivel por q. Além disso,
f(N+¢q) > g, pois f(N+¢q) > f(N). Isso implica que f(N + g) é composto. Assim,
conseguimos exibir um valor composto assumido por f.

Isso conclui a demonstracéo.

Uma consequéncia imediata é o seguinte resultado.

Corolério 4.4 Se um polindmio com coeficientes inteiros de grau m > 1 gera infinitos niimeros

primos, entdo ele ndo gera todos os niimeros primos.
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5. Espirais de Numeros primos

Vamos apresentar agora dois tipos de espirais que sdo muito utilizadas para o estudo
dos nimeros primos. Sdo as espirais de Ulam e a espiral de Sacks.

A Espiral de Ulam é uma forma de representar os niimeros primos em uma espiral,
onde cada ntimero inteiro é colocado em uma célula de uma grade que se expande em
uma espiral a partir do centro. A ideia foi proposta pelo matematico polonés Stanistaw
Ulam em 1963. Veja a figura abaixo obtida do calendédrio da AMS de 1964.

SCIENTIFIC

AMERICAN
00|99 9897|9695 | 919392 | 91
65| 61]63| 62660 |39 |58 |57 |90
66 [ 3|36 | 35| 31|33 |32 M 56|89
o (38 ] 1615 [ 1 [ 30]55] 88
68| 39|18 [ 57| 1 [ 3] 12|29 51| 87
GO | 10] 8 hIT 21 H | 28] 33| 86
0|20 8] 9|10]27]52]85
A 12| 21| 2228 21| 25|26 51 | 81
26| 11516 | 18] 19|50 ] 84
7| 7 | 75| 76| 77| 78|79 80| 81 | 82
PRINECMIER PATTES pre———

Figura 1: Espiral de Ulam com ntimeros primos destacados em vermelho.

Esta visualizacdo pode sugerir que os nimeros primos tendem a se agrupar em certas
diagonais, embora a razao exata para isso ainda ndo seja completamente compreendida.
A espiral também ajuda a observar a distribui¢do aparentemente aleatéria dos ntiimeros
primos. Outros tipos de arranjos com os niimeros, como o tridngulo de Klauber, espiral
de Sacks e a espiral hexagonal também guardam essa propriedade.

As linhas diagonais, horizontais e verticais na espiral numérica de Ulam correspon-
dem a polindmios da forma f(n) = 4n® +bn + c onde b e c sdo constantes inteiras.
Quando b é par, as linhas sdo diagonais, e todos os nimeros sdo impares, ou todos sdo
pares, dependendo do valor de c.
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Abaixo a espiral de Ulam contendo mais ntiimeros. Observe que muitos primos estdo
alinhados.

Espiral de Ulam - 20164 nimeros: Primos em Amarelo, Compostos em Cinza

« Compostos
Primos

Figura 2: Espiral de Ulam com ntimeros primos destacados em amarelo e os compostos

em cinza.

Em (Bode, 2018) o trabalho intitulado “Quadratic Polynomials With High Asymptotic
Prime Density in The Ulam Spiral”de Steven Bode, o autor analisa as diagonais da espi-
ral de Ulam com alta densidade assintética de ntiimeros primos, utilizando polindmios
quadréticos para descrever essas diagonais e determinar a frequéncia dos ntiimeros pri-
mos gerados por tais polindmios.

A espiral de Sacks (Sacks, 1964) é uma representacdo grafica dos nimeros inteiros
no plano cartesiano, que revela padrdes interessantes relacionados a distribui¢do dos
nameros primos. Ela foi proposta por Robert Sacks em 1964 e é um exemplo marcante
de como conceitos matematicos abstratos podem ser visualizados geometricamente.

Na espiral de Sacks cada namero inteiro n é mapeado a posigao polar (r,0) no plano,
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com as seguintes relagdes:

r=+/n, (1)
0 = 2m/n, (2)

onde r é a distancia do ponto ao centro da espiral, e 6 é o dngulo correspondente em
radianos.

Este esquema de parametrizacdo assegura que os pontos formem uma espiral equilinea,
pois r cresce com a raiz quadrada de n e 6 é proporcional a /1.

Na figura a seguir, veja 3, apresentamos uma espiral de Sacks em que os niimeros
primos sdo marcados em azul, os niimeros primos que sdo da forma p = n? —n + 41
(Euler) sdo marcados em vermelho e os nimeros primos que sao da forma p = n? +n +
17 (Legendre) sdo marcados em verde.

Espiral de Sacks com primos de Euler € Legendre destacados

Figura 3: Espiral de Sacks.
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6. Cédigo Python

O cédigo Python a seguir, ilustra a busca por niimeros primos gerados pelo polindmio
de Fung e Ruby dado por p(x) = 47x? — 1701x + 10181. Vocé pode modificar o valor
limit para buscar nimeros maiores. Ao final o cédigo imprime uma tabela indicando
se o numero p(n) é primo ou ndo e apresenta o total de nimeros primos e ndo primos
encontrados.

Vocé pode utilizar 0 mesmo cédigo para pesquisar com um polindémio diferente, bas-
tando para isso fazer as adaptagdes necessarias ao codigo.

Os resultados apresentados neste texto foram obtidos por meio deste c6digo Python.

import math
import pandas as pd

from tabulate import tabulate

# Funcao que verifica se o numero eh primo
def is_prime (num) :
# Use valor absoluto para checar se o numero eh primo
num = abs (num)
if num <= 1:
return False
if num == 2:
return True
if num % 2 == O0:
return False
max_divisor = int(math.sqrt(num)) + 1
for d in range (3, max_divisor, 2):
if num % d == 0:
return False

return True

# Polinomio de Fung e Ruby
def fung_polynomial (n):
return 47 * n**x2 - 1701 * n + 10181

# Funcao que gera os primos

def generate_table(limit):

data = []
prime_count = 0
non_prime_count = 0

for n in range(limit + 1):

p = fung_polynomial (n)
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prime_status = is_prime (p)

if prime_status:
prime_count += 1

else:

non_prime_count += 1

data.append({"n": n, "p(n)": p, "is_prime": prime_status})

# Cria a tabela

df = pd.DataFrame (data)

# Cria a linha se primo ou nao primo

total_row = pd.DataFrame ([{"n": "Total", "p(n)": "", "is_prime":

Primes: {prime_count}, Non-Primes:_ {non_prime_count}"1}])

# Concatena em um DataFrame

df = pd.concat([df, total_row], ignore_index=True)
return df

# Exemplo de uso

if __name__ == "__main__":

limit = 43 # Mude se quiser valores maiores de n

table = generate_table(limit)

fll
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print(f"TabelaudeuvaloresugeradosupeloupolinomioudeuuFungueuRubyuateun

={1limit}:")
print (tabulate(table, headers=’keys’, tablefmt=’pretty’))

A seguir disponibilizamos o cédigo em Python para Jupyter Notebook usado na

producdo da espiral de Sacks.

# Espiral de Sacks com os primos de Euler e de Legendre
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from sympy import isprime

# Definindo o numero de pontos
n = 1000000

# Definindo o tamanho da espiral
sz = 8

insize = sz * 0.8

# Escala para ajustar a espiral ao tamanho desejado

basescale = (insize) / (np.sqrt(m) + 1)
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# Lista fixa com os numeros da forma n"2 - n + 41 (primos de Euler)
euler_primos = [n**2 - n + 41 for n in range(l, int(mnp.sqrt(m)) + 2) if
isprime (n**2 - n + 41)]

# Lista fixa com os numeros da forma n"2 + n + 17 (primos de Legendre)
legendre_primos = [n**2 + n + 17 for n in range(l, int(np.sqrt(n)) + 2) if

isprime (n**2 + n + 17)]

# Listas para coordenadas, tamanhos dos pontos e cores
x_coords = []
y_coords = []
tamanhos = []

cores = []

# Gerando a espiral
for j in range(n):
i =3j + 2 # Comeca do numero 2
r = np.sqrt(i)
theta = r * 2 * np.pi
x = np.cos(theta) * r * basescale

y = np.sin(theta) * r * basescale

# Verifica se o numero eh primo

if isprime(i):
tamanho = basescale * 10 # Tamanho padrao para numeros primos
x_coords . append (x)
y_coords .append (y)

tamanhos . append (tamanho)

# Verifica se eh um primo de Euler
if i in euler_primos:
cores.append(’red’) # Primos de Euler em vermelho
# Verifica se eh um primo de Legendre
elif i in legendre_primos:
cores.append(’green’) # Primos de Legendre em verde
else:

cores.append(’blue’) # Outros primos em azul

# Plotando a espiral

plt.figure(figsize=(12, 12))

plt.scatter(x_coords, y_coords, s=tamanhos, c=cores, alpha=0.6)
plt.title("Espiral,de,Sacks com,primos, de Euler e Legendre destacados")

plt.axis(’equal’)
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plt.xlabel (’x’)
plt.ylabel (’y’)
plt.grid (False)
plt.show ()

7. Conclusio

O objetivo destas notas foi apresentar ao leitor interessado em niimeros primos um
enfoque por meio dos polindmios. Demonstramos que, embora ndo exista um polindémio
capaz de gerar todos os niimeros primos, a exploracdo de polindmios que produzem
niimeros primos para valores sucessivos de n continua sendo uma area fascinante e com
potencial de pesquisa.

Durante nossa andlise, vimos que existem polindmios que, sob certas condi¢des, ge-
ram nimeros primos com uma frequéncia consideravel. Esses exemplos servem ndo
apenas como curiosidades matemadticas, mas também como ferramentas para enten-
der melhor a distribuicdo dos ntmeros primos e as propriedades dos polindmios. A
investigacdo desses polindmios pode levar a novas descobertas e insights, tanto na teoria
dos nimeros quanto em outras dreas da matematica.

A pesquisa continua nesse campo pode também ter implicacdes préticas, como na
criptografia, onde a geracdo de ntimeros primos grandes e imprevisiveis é crucial. Por-
tanto, incentivar o estudo de polindmios que produzem ntimeros primos é de grande
importancia tanto tedrica quanto pratica.

Espero ter motivado o leitor a investigar outros polindmios com as propriedades
apresentadas aqui, incentivando a busca por novos métodos e estratégias na geracdo de
numeros primos. Que esta exploracdo inspire futuras pesquisas e avang¢os no campo da
matematica, revelando ainda mais os mistérios dos ntimeros primos e suas fascinantes

propriedades.
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