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Resumo: O enfoque principal deste trabalho é o estudo dos conjuntos infinitos sob a
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1. Introducao

Conjuntos infinitos podem ser classificados em enumeraveis e nao-enumeraveis, de acordo
com a sua natureza. O mateméatico Georg Cantor foi o primeiro a constatar que existem
diferentes tipos de conjuntos infinitos, fato este que culminou na sua teoria dos nimeros
cardinais. Apesar de ser um tema abstrato, a nocao de enumerabilidade dos conjuntos in-
finitos é valiosa para a Fisica Estatistica, especialmente no que diz respeito aos fenomenos
de cardter aleatério e/ou probabilistico. Veremos que uma das hipdteses acerca da Equacao
de Onda na Mecéanica Quantica assegura que o conjunto de solugoes para W(z,t) é infinito e
nao-enumeravel, onde ¥(z,t) é a fungao de onda associada. Um argumento para convencer o
leitor da importancia deste tema é o fato que diversos problemas fisicos apresentam conjuntos
de solugoes infinitos, onde surge o interesse em saber se estes sao enumeraveis ou nao. Além
disso, todo fenémeno fisico é modelado em um espacgo métrico, cuja estrutura topoldgica esta
fundamentada numa métrica estabelecida sobre um conjunto infinito. Algumas definigoes e
teoremas importantes sobre o tema sao apresentados na Secao 2, e aplicagoes praticas no
estudo de fenomenos fisicos sao apresentados na Segao 3. A Secao 4 se reserva as conclusoes

e comentarios finais.
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2. Enumerabilidade em Analise Real

O ponto de partida para o estudo da enumerabilidade em Anélise Real (Lima, 2017a,
2017b) é o conjunto dos nimeros naturais (N), que é definido por meio dos Axiomas de

Peano:

(1) Existe uma funcao injetiva s : N — N tal que, para todo n € N, dizemos que s(n) é o

sucessor de n, onde s(n) € N. Nota: s(n) =n+ 1.

(2) Existe um tnico nimero natural 1 € N que nao é sucessor de nenhum outro nimero
natural pela fungao s : N — N. Em simbolos: 31 € N; 1 ¢ s(N). Isto significa que
a funcao sucessor s : N — N nao é sobrejetiva, pois s(N) = N — {1}, logo tem-se
s(N) # N.

(3) (Principio da Inducao) Dado X € N, se 1 € X e s(X) C X, entdo X = N. Nota:
s(X) C X significa dizer que s(n) € X, para todo n € X . Noutras palavras, dado
X C N, se o natural 1 pertence a X e, para cada elemento n de X, o seu sucessor s(n)

também pertence a X, entdao X é o préprio conjunto dos nimeros naturais (X = N).

O Axioma (3) de Peano recebe o nome de Principio da Indugao em N. Ele serd utilizado
em diversas demonstracoes dos teoremas que vém a seguir. Basicamente, a fim de provar
que determinada propriedade P é vélida para todo nimero natural n € N, devemos mostrar
que P vale para n = 1, e, posteriormente, devemos provar que P vale para s(n) = n + 1,
admitindo, pela hipétese de inducao, que P vale para n. Em valores l6gicos, demonstrar que

uma propriedade P vale para todo niimero natural n € N significa provar que:

P(1) é verdadeira e P(n) = P(s(n)),¥n € N,

entdo P(n) é verdadeira Vn € N, onde P(n) ser verdadeira é a hipétese de indugao.

Faz-se necessario apresentar o Principio da Boa-Ordenacao em N, que sera muito util na
demonstracao do Teorema 2.1 adiante. Trata-se do 2° Principio da Inducao. O Principio da
Boa-Ordenagao afirma que todo subconjunto nao-vazio A C N possui um menor elemento.

Prosseguimos para a definigao formal de conjunto infinito. Vamos admitir, sem maiores

detalhes, que o conjunto N dos niimeros naturais é infinito. O leitor interessado pode con-
sultar a demonstracao em (Lima, 2017a, 2017b). Assim, dizemos que o conjunto X é infinito
quando existe uma funcao injetiva f : N — X. Isto significa que, se X ¢ infinito, entao
card(X) > card(N), onde card( ) indica a cardinalidade, que é uma fungao que associa a
cada conjunto o numero natural que corresponde a quantidade de elementos pertencentes

a este conjunto. Vale salientar que a funcao injetiva f : N — X ¢é definida por inducao
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em n € N. Para isso, tomamos inicialmente f(1) € X. Entao, para cada k € N, escolhe-
mos f(k) € Ax= X — {f(1), f(2),..., f(k — 1)}. Pela hip6tese de indugao, supomos definidos
f(1), f(2),..., f(n) e escrevemos A1 = X — {f(1), f(2),..., f(n)}, onde A,1 C X é nao-
vazio, pois X é infinito. Assim, basta tomar f(n + 1) € A,.;. Isto completa a definigao
de f : N — X. A injetividade de f decorre do fato que, dados m,n € N, digamos com
m < n, tem-se f(m) € {f(1), f(2),...f(n—1}e f(n) e X —{f(1), f(2),..., f(n— 1)}, logo
f(m) # f(n).

Conjuntos infinitos podem ser classificados em enumeraveis ou nao-enumeraveis. Por de-
finicao, todo conjunto finito é enumeravel. Porém, como o foco principal deste trabalho sao os
conjuntos infinitos, daremos atencao especial ao que torna um conjunto infinito enumeravel.
Dizemos que um conjunto infinito X é enumeravel quando existe uma bijecao f : N — X.
Isto significa que, se X ¢ infinito e enumeravel, entdo card(X) = card(N). Noutras palavras,
podemos afirmar que os conjuntos infinitos enumeraveis sao, de certa forma, os “menores
infinitos” que existem. Em matemaética e em fisica, existem infinitos maiores que outros. Por
conseguinte, dizemos que um conjunto infinito X é nao-enumerdvel quando nao existe so-
brejecao f: N — X ou seja, f(N) # X para toda funcao f : N — X. Isto significa que, se
X ¢ infinito e ndo-enumerdvel, entao card(X) > card(N).

Portanto, todo conjunto enumerdvel possui uma enumeragao do tipo X = {1, xa, ..., Ty, ... }.
Basta definir f(1) = x1, f(2) = 9, ..., f(n) = x,,... a partir da bijecdo f : N — X. Re-
sumidamente, um conjunto infinito X é enumerdvel quando z;.; esta bem definido para
todo elemento zp € X arbitrario. Dizemos que xpy1 ¢ o proximo elemento de X apds x.
Esta nogao nos permite verificar intuitivamente que o conjunto R dos niimeros reais é nao-
enumeravel, pois dado qualquer nimero real x € R, é impossivel afirmar qual é o préximo
numero real. Para entender este fato, pense no seguinte exemplo: dado 1,001 € R, qual é o
proximo numero real? 1,001017 1,0010017 1,00100017 ...7 1,001000...00017 Nao ha como
dizer. Pensando no conjunto dos niimeros naturais, temos que N é obviamente enumeravel,
pois existe pelo menos a bijecao trivial f : N — N, dada por f(n) = n para todo n € N,
que é a funcao identidade. Por outro lado, podemos verificar intuitivamente que N é enu-
meravel pensando no seguinte fato: para todo n € N, o Axioma (3) de Peano assegura que
s(n) = n+1 € N, onde s(n) é o sucessor de n pela func¢ao injetiva s : N — N. Logo, o
nimero natural s(n) € N estd bem definido para todo n € N, onde s(n) é o préximo natu-
ral apés n. Isto permite definir uma enumeracao do conjunto dos nimeros naturais, pondo
N = {ny,ng,...;nx, ...} = {1,5(1),s(s(1)), ..., s*(1), ...}. De maneira simplificada, dizemos que
o conjunto N dos nimeros naturais ¢ enumeravel porque podemos contar os seus elementos.
O mesmo nao pode ser dito para R.

Prosseguiremos para os teoremas referentes aos conjuntos infinitos enumeraveis. Estes
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teoremas serao de grande valor para os estudos da Fisica Estatistica e da Mecanica Quantica,
bem como das suas particularidades, onde estao envolvidas variaveis aleatorias e condigoes

probabilisticas em meio aos fendmenos fisicos investigados.

Teorema 2.1 Todo subconjunto infinito X C N € enumerdvel.

Demonstragao: Definiremos uma enumeracao do subconjunto infinito X C N por inducao.
Usaremos aqui o Principio da Boa-Ordenagao em N. Comecamos tomando z; = minX.
Dai, definimos A; C X tal que A; = X — {x;}. Tomamos entdao xo = minA; e definimos
Ay C X tal que Ay = X — {21, x2}. Prosseguindo indutivamente, supomos definido A,, C X
tal que A, = X — {1, 29, ..., x,,}. Dal, basta tomar z, 1, = minA,. Obtemos desta maneira
uma enumerac¢ao do subconjunto infinito X C N dada por X = {x1,2,...,7p, ...}, com

r1 = minX e xpy = minAy para todo k € N, onde Ay = X — {x1, 29, ..., 1} R

s

Teorema 2.2 Sejam X,Y conjuntos infinitos e f : X — Y uma funcao injetiva. Se Y é

enumerdvel, entao X também é.

Demonstragao: Se Y ¢ infinito e enumeravel, entao existe uma bije¢ao g : N — Y. Além
disso, se f : X — Y ¢é injetiva, entdo f(X) C Y. Dai, podemos obter uma bijecao f|s(x) :
X — f(X) restringindo o contradominio da fungao original f : X — Y ao subconjunto
f(X) C Y. Mais ainda, como g : N — Y ¢ bijetiva, deve existir A C N tal que g|sx) :
A — f(X) também é bijegdo. Pelo Teorema 2.1, temos que A C N é enumerdvel, donde
glrx) : A = f(X) bijecao implica em f(X) enumerdvel. Por sua vez, f|px) : X — f(X)

bijecao implica em X enumeravel. R

Teorema 2.3 Sejam X,Y conjuntos infinitos e f : X — Y uma fungao sobrejetiva. Se X €

enumerdvel, entio Y também €.

Demonstracao: Com efeito, basta tomar para cada y € Y um elemento g(y) € X e definir
a partir dai uma fungdo g : Y — X tal que f(g(y)) = y para todo y € Y. A nova fungao
g:Y — X assim definida é injetiva. Para verificar este fato, basta tomar g(y;) # g(y2) € X
genéricos, donde obtemos que f(g(v1)) # f(9(y2)) = y1 # yo. A fungdo g é a inversa a
direita de f. Pelo Teorema 2.2, se g : Y — X é injetiva e X é enumeravel por hipdtese, entao

Y também é enumeravel. K

Teorema 2.4 Sejam X,Y conjuntos infinitos e enumerdveis. O produto cartesiano X XY

também € enumerdvel.
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Demonstragao: Sejam X,Y conjuntos infinitos e enumerdveis. Por definicao, temos que
existem bijecoes f : N — X e ¢ : N — Y. Em particular, podemos considerar que existem
sobrejecoes f : N — X e g : N — Y. Definimos a partir dai uma funcao sobrejetiva
F:NxN — X xY pondo F(m,n) = (f(m),g(n)) para todo m,n € N. Pelo Teorema
2.3, basta provar que N x N é enumeravel. Com efeito, tomando a funcao ¥ : N x N — N
dada por ¥(m,n) = 2™.3", temos que ¥ é injetiva, devido a unicidade da decomposicao de
numeros naturais em fatores primos, assegurada pelo Teorema Fundamental da Aritmética.
Pelo Teorema 2.2, como a funcao ¥ : N x N — N é injetiva e N é enumeravel, entao N x N é
enumeravel.

A
Teorema 2.5 A reuniao de uma familia enumeravel de conjuntos enumerdveis € enumerdvel.
Em outra notagao, se (Xy)rer € uma familia enumerdvel cujos elementos sao conjuntos enu-

merdveis, entio a reuniao | J,o, X\ também é enumerdvel.

Demonstragao: Consideremos uma familia enumerével (X )aez cujos elementos sao conjun-
tos enumeraveis X1, X, ..., X,,,.... Por definicao, temos que existem bijecoes f; : N — X,
fo: N —= Xo ..., fn : N = X,,.... Em particular, podemos considerar que existem so-
brejegoes fi : N — Xi, fo : N—= Xo, ..., f, : N — X,,,.... Seja |J,—, X, a reunido de todos
os elementos de (X)) er. Definimos a partir daf uma funcao sobrejetiva F' : NxN — [ J2 X,
pondo F(m,n) = f,(m) para todo m,n € N, isto é, pondo F(m,n) igual a n-ésima fungao,
fn, aplicada ao natural m. Como ja foi provado no Teorema 2.4 que Nx N é enumeravel, segue
do Teorema 2.3 que se F': NxN — [ J° | X, é sobrejetiva, entao a reunido |J;~; X, = Uy, X
(a igualdade anterior induz a concluir que L é infinito excluindo-se o caso em que L é finito,
esta é a intengao?) é enumeravel. .

E importante ressaltar que a notacdo A = B significa que os conjuntos A e B sao equi-
potentes, isto é, que A e B possuem o mesmo numero de elementos. Portanto, afirmar que
A = B equivale a escrever card(A) = card(B), ou seja, dois conjuntos sdo equipotentes se,
e somente se, possuem a mesma cardinalidade. Mais precisamente, se os conjuntos A e B
sao equipotentes, entao existe uma relagao biunivoca entre eles, dada pela funcao bijetiva
f:A—B.

Teorema 2.6 Todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito enumerdvel.

Demonstragao: Seja X um conjunto infinito. Consideremos inicialmente que X ¢ enu-
meravel. Neste caso, basta considerar A = X. Temos que A é um subconjunto de X e A é

infinito enumeravel.
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Consideremos agora que X ¢é nao-enumeravel. Logo, nao existe sobrejecao N — X. Por
definicao, se X é infinito, entao deve existir uma funcao injetiva h : N — X. Segue-se dai que
card(X) > card(N) e h(N) C X. Além disso, podemos obter uma bijecao h|nny : N — h(N)
restringindo o contradominio da fungao original A : N — X ao subconjunto h(N) C X.
Portanto, se h|v) : N = h(N) é uma bijecao, entao card(N) = cardh(N), isto é, N = h(N).

Consequentemente, h(N) C X é infinito enumeravel. N

O resultado do Teorema 2.6 é de importancia para o estudo dos fenomenos fisicos pro-
babilisticos, cujos dominios geralmente sao conjuntos infinitos nao-enumeraveis de variaveis
aleatorias. A fim de estabelecer uma lei matematica para essas variaveis, de modo que se
obtenha uma solucao deterministica para o fenomeno fisico estudado, é interessante analisar
um subconjunto infinito de variaveis do dominio original que seja enumeravel, cuja existéncia
¢ assegurada pelo Teorema 2.6. Por exemplo, pensando na Fisica Estatistica, imagine a se-
guinte situacao: o pesquisador estd modelando um fenomeno puramente probabilistico, cujo
dominio de variaveis aleatorias é caracterizado por um conjunto infinito nao-enumeravel.
Considere ainda que o conjunto de solugoes do problema nao pode ser determinado anali-
ticamente, mas apenas numericamente. O pesquisador conseguird encontrar as solugoes do
problema através de métodos numéricos, mas nao sera capaz de estabelecer uma lei ma-
tematica que rege o fenomeno estudado para todo o dominio. Um fator problemético neste
cenario pode ser justamente a nao-enumerabilidade do dominio de variaveis aleatérias que
descrevem os parametros do fenomeno investigado.

Diante desta situagao, é importante destacar a relevancia dos estudos matemaéticos refe-
rentes a perturbacao de dominios dos fenomenos fisicos. De maneira simplificada, perturbacao
de dominio é a alteragao intencional realizada sobre o corpo de elementos que constituem
o dominio do fenomeno estudado. Por exemplo, o ato de restringir uma funcao genérica
f:X — Y aum subconjunto X’ C X do seu dominio original, consequentemente obtendo
a restrigdo f|x, : X’ — Y, implica uma perturbagdo do dominio da fun¢ao f : X — Y.
Retomando o cendrio descrito anteriormente, se o pesquisador estd interessado em resolver
analiticamente um problema fisico de caréter aleatdrio e/ou probabilistico, ainda que isto seja
impossivel para todo o conjunto de varidveis do problema original, ele pode investigar se ha
uma perturbacao do dominio que permita determinar uma lei matematica capaz de modelar
o fenomeno fisico restrito as varidveis do novo subconjunto obtido apds a perturbacao. Ex-
plorando mais a fundo, seja f : X — Y a funcao genérica que modela determinado fenomeno
fisico. Consideremos que o dominio X desta funcao é um conjunto infinito nao-enumeravel.
O pesquisador pode investigar uma possivel perturbagao do dominio de f : X — Y que
resulte num subconjunto infinito A C X, de tal modo que A seja enumeravel. O subconjunto

A C X do dominio de f: X — Y munido destas caracteristicas certamente existe, devido ao
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resultado provado no Teorema 2.6. Assim, o problema do pesquisador se reduz a descobrir
como perturbar o dominio original do fenomeno fisico estudado, de tal modo que se obtenha
um subconjunto enumeravel deste.

Resumindo, é mais facil estabelecer um padrao matematico para um conjunto infinito
enumeravel que para um conjunto infinito nao-enumeravel, mesmo que isto resulte em uma
lei que modele apenas parte do fenomeno fisico estudado, isto é, uma lei que valha apenas
para uma restricao do seu dominio. Isto porque um conjunto infinito enumeravel possui,
por definicao, uma bijecao com o conjunto N dos numeros naturais, ou seja, ele pode ser
enumerado, o que por si s6 resulta em um padrao matematico que permite saber, a partir
de qualquer elemento deste conjunto, quem é o seu préximo elemento (reveja a defini¢ao de
enumerabilidade apresentada previamente, onde utilizou-se a notacao em simbolos). Além
disso, a obtencao de uma solucao analitica para o fenomeno fisico estudado, restringindo-o a
um certo subconjunto enumeravel de variaveis, mesmo que nao seja uma solucao forte, ja é
algo de grande valor.

Em algumas situagoes, o método descrito nos paragrafos anteriores, cuja validade é asse-
gurada pelo Teorema 2.6, pode nao ser suficiente para estabelecer uma lei matematica capaz
de fornecer solugoes analiticas, mesmo que de maneira restrita. Nestes casos, o pesquisador
ainda dispoe de outra ferramenta. é possivel fracionar o subconjunto infinito enumeravel
A C X do dominio de f : X — Y, obtido a partir do método anterior, em partes enu-
meraveis A, C A,n € N, originando cisoes. Entao, o subconjunto A C X passa a ser
analisado como a reuniao de uma familia enumeravel de partes enumeraveis A, C A,n € N.
Em outra notagdo, temos (A, )nen, onde |J,- A, = A. Deste modo, o pesquisador limita
seu problema a investigacao de leis matematicas que expliquem o fenomeno fisico estudado
para cada parte enumeravel A, C A,n € N. A partir dai, é possivel descartar as partes de
(Ap)nen indesejadas, restando apenas aquelas que podem ser modeladas analiticamente. As
partes enumeraveis Ay C A, \ € L de interesse do pesquisador, isto é, aquelas que de fato
apresentam solugoes analiticas, podem ser reunidas novamente, obtendo um novo subcon-
junto U, Ax = A, onde A C A . Pelo Teorema 2.5, temos que a reunifo UserAr = Aé
enumeravel, pois (Ay)xer é uma familia enumerdvel de partes enumeraveis Ay C A, A € L.

Os fenomenos de perturbagao de dominios constituem um dos principais objetos de estudo
dos Sistemas Dinamicos, um campo da fisica matemaética destinado a investigagao de fungoes
que descrevem a evolucao ao longo do tempo de sistemas definidos em espagcos topolégicos
(Brin, 2015). Portanto, as nogoes de conjunto infinito e de enumerabilidade sdo de grande
valor para o estudo dos sistemas que evoluem com o tempo. Estes sistemas sao geralmente
descritos por meio de Equacgoes Diferenciais Parciais, onde podemos destacar os fenomenos

fisicos da Mecanica Celeste moderna, principalmente os estudos sobre a evolugao de galaxias,



Aplicagoes e Exemplos 8

que podem ser interpretadas matematicamente como sistemas dinamicos.

Vejamos a seguir alguns exemplos concretos e aplicacoes praticas.

3. Aplicagoes e Exemplos

3.1. Método da Diagonal de Georg Cantor

Discutimos na Secao 2 um método que possibilita a obtencao de subconjuntos infinitos
enumeraveis a partir de qualquer conjunto nao-enumeravel, com base nos resultados demons-
trados no Teorema 2.5 e no Teorema 2.6. Veremos neste exemplo um método que propoe o
caminho inverso. Estamos falando do Método da Diagonal, um raciocinio desenvolvido pelo
matematico alemao Georg Cantor em 1891, visando a obtencao de conjuntos nao-enumeraveis
a partir de conjuntos infinitos enumeraveis (Lima, 2017a). Foi com base neste método que
Cantor comprovou a existéncia de conjuntos infinitos com naturezas distintas. Seja X um
conjunto infinito enumeravel e Y um conjunto arbitrario contendo pelo menos dois elementos.
Consideremos que o simbolo F'(X;Y') representa o conjunto F(X;Y) = {X,Y C R; existe
f X — Y} cujos elementos sao todas as fungdes f : X — Y possiveis. O raciocinio de
Cantor afirma que nenhuma fungdo ¢ : X — F(X;Y) é sobrejetiva. Inicialmente, o argu-
mento do Método da Diagonal, devido a Georg Cantor, foi enunciado para o caso particular
da funcdo ¢ : N — F(N;{0,1}), onde X = Ne Y = {0,1}. Somente depois este raciocinio
foi demonstrado para o caso mais geral, com base no mesmo argumento, consolidando-se
como teorema. Veremos somente a demonstracao do caso particular, visando a definicao
do nosso método de interesse. A fim de verificar que N — F(N; {0, 1}) nao é sobrejetiva,
basta definir indutivamente ¢(1) = s1, ¢(2) = s9, ..., ¢(n) = S,,..., onde s1, Sg, ...,
Sn, ... SA0 sequéncias cujos termos sao elementos do conjunto {0,1}. Seja s,,, 0 n-ésimo
termo da sequéncia s,,. Entao, sempre serd possivel obter uma nova sequéncia s* diferente
de todas as anteriores, simplesmente tomando s’ = 0 se for s,,, = 1 ou entao s = 1 se
for s,,, = 0. Isto significa que nenhuma lista enumeravel pode esgotar todas as fungoes do
conjunto F(N;{0,1}). Este resultado serd fundamental para a demonstragao a seguir. Seja
X C R um conjunto infinito e enumeravel. Consideremos o conjunto P(X) = {A C R;
A é subconjunto de X'} das partes de X. Tomando novamente Y = {0,1} no Método da
Diagonal de Cantor, vamos provar que existe uma fungao ¢ : P(X) — F(X;{0,1}) bijetiva.
Para cada subconjunto A C X, isto é, para cada elemento de P(X), definimos uma fungao
restrita &[4 : X — {0, 1} tal que, para todo z € X, tem-se {[a(x) =1sex € Aela(z)=0
se x ¢ A. Portanto, obtemos a bijecao ¢ : P(X) — F(X;{0,1}) que relaciona A +— £|a
para todo A € P(X). Vimos que a fungao ¢ : X — F(X;{0,1}) ndo pode ser sobreje-

tiva. Entao, certamente a composta 1o : X — P(X) nao é sobrejetiva. No entanto,
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existe uma injetividade trivial ¢ : X — P(X) dada por ¢(z) = {z} para todo x € X. Re-
sulta daf que card(X) < cardP(X). Por hipétese, tomamos um conjunto infinito arbitrério
X C R de natureza enumerdvel, logo temos card(X) = card(N). Consequentemente, ob-
temos card(N) < cardP(X). Por defini¢ao, isto significa que o conjunto das partes de X
dado por P(X) = {A C R; A é subconjunto de X} é ndo-enumeravel, seja qual for o conjunto
infinito enumeravel X C R considerado. Em resumo, o Método da Diagonal de Georg Cantor
nos permite obter um conjunto nao-enumeravel P(X) a partir de qualquer conjunto infinito
enumeravel X C R que tivermos. Para isso, basta definir P(X) como sendo o conjunto das
partes de X. O raciocinio que acabamos de examinar é muito simples e poderoso, apesar do
teor abstrato da sua demonstragao. O Método da Diagonal de Cantor serd contextualizado
no Exemplo 3.4 mais adiante para provar um resultado muito interessante da Fisica Tedrica:
todo fenomeno fisico cuja natureza é discreta pode ser extrapolado de modo a obter uma

interpretacao continua do seu conjunto de solugoes, que pode ter validade pratica ou nao.

3.2. Hipdtese da Linearidade de ¥ (z,t) na Equagao de Onda da Mecanica

Quantica

A equacao fundamental da mecanica quantica foi apresentada pelo fisico austriaco Erwin
Schrodinger em 1925. Estamos falando da equacao de onda de Schrodinger, um marco na
histéria da ciéncia moderna. Ela é uma equagao diferencial parcial (EDP) de 2* ordem cujas
solugbes sao chamadas de fungoes de onda e simbolizadas por W (x,t) (Eisberg, 1974). Estas
funcoes, por sua vez, descrevem o comportamento das particulas subatomicas, portanto,
constituem a base do conhecimento quantico. A equagao de onda unidimensional, devida a

Schrodinger, é dada pela seguinte expressao:

_h_282111(:17,t) oV (z,t)
2m  Ox? ot

onde m é a massa da particula, h é a constante de Planck reduzida, i = v/—1 é o nuimero

V(2 ) U(x,t) = ik

imaginario e V' (x,t) é a energia potencial da particula. A principal motivacao de Schrodinger
para obter esta equacgao foi a hipdtese de De Broglie sobre a natureza dual da matéria.
Também é possivel obter a equagao de onda de Schrodinger a partir de quatro hipdteses, ou
axiomas, que justificam a validade desta equagao. Uma delas é a hipotese da linearidade
de U(z,t). Esta hipétese afirma que a Equagao de Onda deve ser linear em W(z, t). Isto
significa que se Wi(x,t) e Wy(z,t) sdo duas solugoes distintas da Equacao de Onda para
uma dada energia potencial V' (x,t) da particula, entdo qualquer combinagao linear arbitréria
U(x,t) = a1Vy(x,t) + aaVs(z, t) também é solugao, onde ay, as sdo constantes.

Obviamente, o conjunto de solugoes da Equagao de Onda proposta por Schrédinger é
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infinito, em virtude da arbitrariedade das combinacoes lineares. Noutras palavras, existem
infinitas Fungoes de Onda ¥(z,t) que satisfazem esta equacdo. Seja €2 o conjunto de todas
essas fungoes W(x,t). Vamos provar que 2 é nao-enumeravel. Fixando duas solucoes ¥y (z, t)
e Uy(x,t) da Equacao de Schrodinger, podemos definir o subconjunto ' C Q dado por
O ={¥(x,t) € ¥ (x,t) = a1 Vqi(x,t) + aVs(x,t) A ag,ap € R}, O simbolo A representa
o operador légico da conjuncao, que equivale ao conectivo “e”da gramética. Como Q' C Q,
temos que card(Q) < card(f?). Logo, basta mostrar que €)' é nao-enumeravel. Para isso,
definimos a bijegao F : R x R — €’ dada por F(aq,az) = a1 Wy(x,t) + aaWs(x,t). Sabemos
que o conjunto R dos nimeros reais é nao-enumeravel. Além disso, vale card(R) < card(R x
R). Por definigao, resulta dai que R x R também é ndo-enumerdvel. Finalmente, como F
é uma bijecao entre R x R e 2/, entao o subconjunto €' C Q é ndo-enumerdvel. Em suma,
acabamos de provar que o conjunto de solugoes (V) da Equacao de Onda proposta por

Schrodinger é nao-enumeravel. Em virtude deste fato, valem as seguintes conclusoes:

1. O conjunto 2 nao possui bijegao com N. Consequentemente, card Q > card(N).

2. Todos os fenomenos da Mecanica Quantica que cumprem a Equagao de Schrodinger
sao continuos, pois a natureza nao-enumeravel do conjunto {2 assegura que é impossivel

quantizé-los para todo o espectro das Fungdes de Onda U (z,t) € ).

3. De acordo com o resultado demonstrado no Teorema 2.6, existe pelo menos um sub-
conjunto infinito de 2 que é enumeravel. Seja Q" C ) este subconjunto. Podemos
defini-lo facilmente a partir do conjunto auxiliar Q' utilizado na prova anterior. Basta li-
mitar os coeficientes das combinacoes lineares de 2’ apenas aos niimeros naturais. Deste
modo, obtemos o subconjunto Q" = {V(z,t) € Q;¥(x,t) = n1Vyi(x,t) + naWa(z,t) A
ni,ng € N}. A fim de verificar que Q" C  é enumeravel, consideramos a bijegao
F :NxN — Q" dada por F(ny,ne) = n1Vy(z,t) +neWs(x,t). Vimos na demonstracao
do Teorema 2.4 que N x N é enumeravel. Portanto, o subconjunto €2 C 2 também o

é.

4. Uma interpretacao muito interessante da conclusao anterior pode ser enunciada da se-
guinte maneira: todo fendmeno quantico que cumpre a Equacao de Onda proposta por
Schrodinger é quantizavel numa dada restrigao do seu dominio. Para isso, basta limitar
a hipétese da linearidade da Equagao de Onda em ¥(x,t) de modo que os coeficientes
permitidos para as combinacgoes lineares sejam nimeros naturais. Em geral, todos os
conjuntos de solucoes nao-enumeraveis que descrevem fendémenos fisicos de natureza
continua possuem subconjuntos infinitos enumeraveis que satisfazem os casos particu-

lares quantizaveis destes fenomenos. Estes casos particulares, por sua vez, possuem
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natureza discreta. Esta afirmacgao também é sustentada pelo Teorema 2.6.

3.3. Quantizagao da Energia, Fétons de Luz e Equacao de Planck (1900)

No ano de 1900, o fisico alemao Max Planck publicou sua teoria sobre a quantizacao da
energia luminosa, numa tentativa de explicar o problema da Radiacao do Corpo Negro, que
estava em aberto desde 1860 devido as observagoes experimentais realizadas principalmente
por Gustav Kirchhoff. A famosa Equagao de Planck foi capaz de descrever, com éxito,
o fenomeno da emissao do Corpo Negro, através de uma teoria completamente inovadora
(Eisberg, 1974). Planck sugeriu que a energia E das ondas eletromagnéticas estaciondrias,
oscilando senoidalmente com o tempo, seria uma grandeza discreta em vez de continua.
Assim, Planck sugere que

E =n(hv),n €N

onde h é uma constante (denominada posteriormente de constante de Planck) e v a frequéncia
da onda eletromagnética correspondente. Fixando a frequéncia v, consideremos o conjunto
I' = {E = n(hv);n € N} de todas as energias permitidas para as ondas eletromagnéticas
desta radiagao. Evidentemente, este conjunto é infinito, pois para cada multiplo natural n =
1,2,3, ... associa-se um valor de energia. A fim de provar que o conjunto I'(E) é enumeravel,
basta definir a bijegdo F : N — I'(F) dada por F(n) = n(hv) para todo n € N. Isto
demonstra matematicamente que os fendmenos quanticos que cumprem a Equacao de Planck
sao discretos. E interessante notar que, no campo de estudo da Fisica, os fenomenos continuos
sempre sao associados a conjuntos nao-enumeraveis, enquanto que os fendomenos discretos sao
associados a conjuntos infinitos enumeraveis. Isto decorre diretamente da existéncia (ou nao)
de uma restricao destes fenomenos ao conjunto N dos niimeros naturais, ou a qualquer outro

conjunto equipotente a ele, por exemplo, N x N.

3.4. As Relagoes entre o Discreto e o Continuo na Fisica

Realizamos uma discussao geral sobre os fenomenos fisicos de natureza continua e mos-
tramos que eles estao associados a conjuntos nao-enumeraveis. Neste contexto, destacamos
como exemplo a Equagao de Onda da Mecanica Quantica. Em virtude do resultado demons-
trado no Teorema 2.6, vimos que existem casos particulares destes fendmenos continuos que
sao descritos por conjuntos enumeraveis. Isto define uma condigao quantizavel do fenomeno
original para uma dada restri¢cao do seu dominio, conferindo a ele uma interpretagao discreta.
Este resultado, é claro, permanece no campo da Fisica Tedrica. Nao obstante, a existéncia
de uma relacao entre a natureza dos fenomenos fisicos e a natureza dos conjuntos infinitos é

um fato no minimo curioso.
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Neste ponto, sabemos que é possivel obter o discreto a partir do continuo. Discutimos bas-
tante sobre o significado fisico desta restricao, que caracteriza uma perturbagao do dominio
que rege o fenomeno estudado. No entanto, ainda nao analisamos o caminho inverso. Eis
que levantamos o seguinte questionamento: podemos definir um fenémeno fisico de natureza
continua a partir de um caso discreto, ou seja, quantizavel? O Método da Diagonal de Georg
Cantor, discutido na Secao 1, nos da a resposta. Vamos provar que, de fato, é possivel obter
o continuo a partir do discreto. Para isso, consideremos novamente o caso da Equacao de
Planck. Dada uma radiacao qualquer de frequéncia v do espectro eletromagnético, seja o
conjunto I' = {E = n(hv);n € N} de todas as energias permitidas para as ondas eletro-
magnéticas. Conforme a andlise realizada na Secao 3.3, vimos que o conjunto I' ¢é infinito e
enumeravel. Por conseguinte, o Método da Diagonal nos permite obter facilmente o conjunto
nao-enumeravel P(I') = {A C R; A é subconjunto de I'} cujos elementos séo as partes de I
Este conjunto pode ser interpretado, em termos fisicos, como a reuniao de todos os eventos
da natureza em que a Equacao de Planck faz sentido, para alguma restricao dos multiplos na-
turais de Ar a um subconjunto de N. Procedendo desta maneira, obtemos um caso continuo,
isto é, nao-enumeravel, a partir dos fendmenos quanticos discretos que obedecem a Equacao
de Planck.

O conjunto I' = {E = n(hv);n € N} é enumeravel porque descreve as energias permitidas
para as ondas de uma radiacao eletromagnética especifica, cuja frequéncia v é fixa. Se, por
outro lado, considerarmos o conjunto T = {E = n(hv);n € N,v € R} de todas as energias
permitidas para as ondas de qualquer radiacao do espectro eletromagnético, entao temos que
T é um conjunto nao-enumeravel, pois existe uma bijecao clara F : N x R — T dada por
F(n,v) =n(hv) para todon € N e v € R, onde o produto cartesiano N x R é evidentemente
nao-enumeravel. Portanto, a natureza nao-enumeravel do conjunto Y nos permite inferir que
o espectro eletromagnético em sua totalidade é continuo, o que condiz com a teoria da Fisica

sobre as ondas eletromagnéticas.

3.5. O Principio da Inducao e a Hipétese da Linearidade da Equacao de
Schrodinger

Foi comentado na Secao 3.2 que foram admitidas quatro hipéteses, ou axiomas, em relagao
a equacao de onda da mecanica quantica (também conhecida por equacao de Schrodinger).
Estas hipdteses justificam a sua validade e fundamentam uma possivel demonstragao da
mesma. Na Secao 3.2, investigamos a hipotese da linearidade da Equacao de Schrodinger
em W(x,t), a partir da qual provamos a natureza nao-enumeréavel do conjunto de solugoes
Q2. Esta hipdtese afirma que, se Wy(x,t) e Wy(x,t) sdo duas solugoes distintas da Equagao

de Onda para uma dada energia potencial V(x,t) da particula, entdo qualquer combinagao
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linear arbitraria W(z,t) = ayWy(x,t) + anWy(x, t) também é solucao, onde ay, ay € R. Sejam

t)
Uy (z,t), VUy(x,t),..., Up(x,t),... solugoes da Equagao de Schrodinger. Por conseguinte,

temos:

h2 82\111($,t> . a\lll(zz:,t)

—%T + V(:L‘,t)\lll(l',t) — ZhT =0
h2 82‘112(1', t) . 6\112(.%, t)

_ gLy W 2
W + V(z, t)Uy(z,t) —ih 7 0

2 a2

W) v (o, 1) — in 22D

“2m Oa? ot
Pode ser provado, por inducao em n € N, que a hipotese da linearidade é vélida para toda

combinacdo linear arbitraria destas solucdes. Para n = 1, temos W) = oW, (z,t). Segue-se

dai que:
= o (—%8;‘1;1) + a1 (VW) — oy (zh%)
(v atm)
= o -(0)=0.
Portanto, a combinacio linear ¥ = ;¥ (z,t) é solucdo da Equacdo de Schrédinger.

Prosseguindo com a demonstragao, devemos admitir a hipétese de inducao para n € N e
mostrar que a propriedade também vale para n + 1. Sejam Vy(z,t), Vy(z,1),..., U, (z, 1),
U, 11(z, t) solugoes da Equagao de Schrodinger. A hipétese de inducao consiste em admitir
que a combinagao linear

T (2, 1) = o Uy (2, 1) + asWs(z, 1) + ... + an U, (2, 1)

¢ uma solucao desta equacao. Com base na hipdtese de indugao, devemos mostrar que

D) — 0, Wy (2, 1) + g Us(z,8) + ... + U (2, 1) + 1 Ui (2, 1),
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também satisfaz a Equacao de Schrodinger. A fim de simplificar a notagao, definimos
U = U 4, Uy (2, 1),

Assim, obtemos:

K2 82\I/(n+1) i ) 8\11(n+1) B2 92 N
“om g HVYTTY mih—g— = o ga( Fanna)
L0
+V(\Ij(n) + O‘n—&-lan-&-l) - Zha(\lf( ) + O‘n+1\pn+1)
R PV R Plawn ar)
2m  Ox2 2m Oz
8\11(77,) 6(04n+1\11n+1)
—ih —1h
o ! at

+ VI £ V(1 P,40)

h? 92w owm)
= (- 1 vE™ g
< 2m Oz v o )
< 12 0P (ans1¥nt1)

+ V(Otn+1\11n+1) — Zh

C2m 0x2 ot

n? 92w ow™)
= (-2 v _ i
< 2m Oz v o )+

hz 82\Iln+1 . a\:[ln+1
A+t <2m gez TV Uen — i )
— (0) + ans1(0) =0,

a(an—i-l an—&-l) >

ou seja, a combinacao linear W) = ¥ 4 o U, 11(z,t) também é solucao da Equagao
de Schrodinger. Isto completa a nossa demonstragao. Portanto, acabamos de provar por
indugao que a hipdtese da linearidade da Equacao de Schrodinger é valida para quaisquer

solugbes Wy (z,t), Uy(x,t),..., U,(x,t),... desta equagcao.

4. Comentarios finais

Neste artigo, exploramos as relagoes entre o discreto e o continuo com énfase na Fisica
Quantica. Mostramos que a hipdtese da linearidade das fungoes de onda ¥(z,t) na Equagao
de Schrodinger pode ser provada através do Principio da Inducao, que é o 3° Axioma de
Peano. Este principio so vale para eventos matematicos que possuem bijecao com o conjunto
dos numero naturais, isto é, fenomenos enumeraveis. Por outro lado, foi demonstrado que
o conjunto ) de todas as funcoes de onda permitidas pela Equacao de Schrodinger é nao-
enumeravel, o que significa que nao existe uma bijecao entre N e €). Isto se deve ao principio
da superposicao, que garante que se W, (z,t) é uma sequéncia enumerdvel de fungoes de
onda que solucionam a equagao de Schrodinger para n € N, entao a combinacao linear

> ap W, (x,t) também é solugao, onde a,, € R. Portanto, podemos concluir que as fungoes de
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onda ¥, (z,t) da Mecanica Quantica possuem caracteristicas discretas, isto é, enumeraveis,
quando analisadas isoladamente. No entanto, o conjunto das possibilidades para ¥, (x,t) é
continuo, isto é, nao-enumeravel. Isto reflete um fato muito intrigante do mundo quantico:
dependendo da maneira como analisamos os fendmenos neste dominio, podemos observar
comportamentos tanto discretos como continuos. Neste artigo, também demonstramos algo
similar para o caso da quantizacao da energia das ondas eletromagnéticas, em virtude da
equacao de Planck. Mostramos que cada faixa de frequéncia do espectro eletromagnético
possui um conjunto infinito e enumeravel da energia permitida para a onda eletromagnética,
onde a frequéncia da onda permanece fixa. Este conjunto é dado por I' = {E = n(hv); n € N}
e possui uma bijecao com N. Isto significa que a energia da onda eletromagnética de cada faixa
de frequéncia do espectro eletromagnético formam um conjunto discreto, ou seja, quantizado.
Por outro lado, analisando o espectro eletromagnético em sua totalidade, onde a frequéncia
das radiagoes v € R ¢é varidvel, provamos que o conjunto de todos os niveis de energia
permitidos para as ondas eletromagnéticas destas radiagoes é nao-enumeravel. Este conjunto
é dado por T = {FE = n(hv);n € N,v € R} e nao possui bijecdo com N. Em suma,
concluimos que cada faixa de frequéncia do espectro eletromagnético apresenta um conjunto
enumeravel de niveis de energia, isto é, estes niveis sao discretos. Por outro lado, o espectro
eletromagnético em sua totalidade, com todas as suas possibilidades de feixes de radiagoes,
apresenta um conjunto nao-enumeravel de niveis de energia, isto é, a energia total do espectro
eletromagnético é continua, apesar da mesma ser constituida por infinitos conjuntos discretos
de niveis de energia. Desta forma, este artigo nos permite enfatizar de maneira analitica e
matematica que os principais paradigmas e contradi¢oes da Mecanica Quantica sao de fato

originados pela dualidade entre o discreto e o continuo.
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