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1 Sistemas de coordenadas

Os sistemas de coordenadas auxiliam na localização de um ponto qualquer no plano ou no espaço. Eles
possuem uma grande utilidade na vida dos estudantes, uma vez que apresentam uma vasta aplicação nas mais
diferentes áreas. Por exemplo, na Matemática são essenciais para a Geometria e Álgebra, na F́ısica são utilizados
para modelar objetos e simular ambientes, como também na Geografia e Navegação, onde permitem localizar
de forma precisa os objetos, pessoas e lugares no globo terrestre.

À vista disso, considerando sua grande utilidade, podemos contar com diferentes tipos de sistemas de co-
ordenadas. O mais utilizado e conhecido por nós é o sistema de coordenadas cartesianas. Todavia, podemos
citar outros sistemas mais adequados para determinadas situações, dependendo do que se quer trabalhar e quais
resultados são esperados, como, por exemplo: sistema de coordenadas esféricas, gráficas, polares, hiperbólicas,
parabólicas, ciĺındricas. Este último será abordado neste trabalho.

Figura 1: Libretexts - Alguns exemplos de superf́ıcies

A relação das figuras acima com os sistemas de coordenadas ocorre devido ao fato de algumas superf́ıcies
espećıficas serem descritas mais facilmente em alguns dos sistemas do que em outros. Em particular, o sistema
de coordenadas ciĺındricas é especialmente útil quando a simetria do problema se alinha com a forma ciĺındrica.

2 Sistema de Coordenadas Ciĺındricas

O sistema de coordenadas ciĺındricas é um sistema tridimensional que combina caracteŕısticas dos siste-
mas cartesiano e polar. Pode-se pensar nele como uma evolução do modelo polar adaptado para o espaço
tridimensional. Outrossim, ele pode ser usado para simplificar os estudos sobre integração múltipla, além de
tornar a descrição de fenômenos com simetria radial mais intuitiva e simplificada. Dentre todas as suas áreas
de aplicação, podemos citar sobretudo cenários que envolvem cilindros, como os fluxos de fluidos em tubos,
campos eletromagnéticos ao redor de fios e modelagem de estruturas ciĺındricas.



Figura 2: e-F́ısica - Coordenadas ciĺındricas

Nesse sistema, um ponto P no espaço tem sua posição descrita por três valores, são eles: (r, θ, z), onde as
coordenadas r e θ são as coordenadas polares da projeção de P no plano xy (retratada por P’) e z é a altura
em relação ao eixo Oz (tal como no sistema cartesiano). Vamos relembrar o que são coordenadas polares.

No sistema de coordenadas polares, r representa a distância da origem até P ′ e θ é o ângulo medido a partir
do semi-eixo positivo Ox e o ponto P ′. Assim, se r > 0 significa que o ponto P ′ está localizado a uma distância
r da origem, na direção do ângulo θ. Nesse caso, denotaremos P ′ = (r, θ). Agora, se r < 0, então, o ponto ainda
se encontra na mesma linha definida pelo ângulo θ, mas na direção oposta. Dessa forma, (−r, θ) é o simétrico
de (r, θ) em relação ao polo. Logo, podemos reescrever P ′ = (−r, θ) como P ′ = (r, θ + π) com r > 0. Por
último, quando r = 0, o ponto se encontra exatamente na origem, então o ângulo se torna irrelevante e θ pode
ser tomado como qualquer.

Figura 3: Libretexts - Exemplo das coordenadas ciĺındricas de um ponto

3 Relação entre os planos

Podemos estabelecer uma relação entre o sistema de coordenadas cartesiano e o sistema de coordenadas
ciĺındricas. Dado um ponto com coordenadas cartesianas (x, y, z) e coordenadas ciĺındricas (r, θ, z), então:




x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

Ainda, temos que: 

r = ±
√
x2 + y2

cos θ = ± x√
x2 + y2

, para r ̸= 0

sin θ = ± y√
x2 + y2

, para r ̸= 0

tan θ =
y

x
, se x ̸= 0

4 Exerćıcios

Exerćıcio 1: Determine uma equação em coordenadas ciĺındricas para o cilindro circular de eixo Oz de equação
cartesiana S : x2 + y2 = a2, com a > 0.

Resolução: Utilizando a equação r2 = x2 + y2, obtemos: r2 = x2 + y2 = a2, de onde r = a. Logo, uma
equação em coordenadas ciĺındricas para o cilindro S é S : r = a, isto é, S = {(a, θ, z)| θ, z ∈ R}. Portanto, a
simplicidade da equação do cilindro, r = a, justifica o nome ”coordenadas ciĺındricas”.

Exerćıcio 2: Seja P=(0,1,2) um ponto em coordenadas cartesianas. Determine suas coordenadas ciĺındricas.

Resolução: Temos x = 0, y = 1 e z = 2. Através da equação r2 = x2 + y2, obtemos:

r2 = 02 + 12

r2 = 1

de onde r = ±1. Também, pelas equações, temos que cos θ =
x

r
= 0 e sin θ =

y

r
= ±1. Assim, θ =

π

2
+ 2kπ,

com k ∈ Z. Portanto,

P =

(
1,

π

2
+ 2πk, 2

)
ou P =

(
− 1,

π

2
+ 2kπ, 2

)
, k ∈ Z, é o ponto dado em coordenadas ciĺındricas.

Exerćıcio 3: Determine as coordenadas cartesianas do ponto P= (1,0,2) dado em coordenadas ciĺındricas.

Resolução: Como r = 1, θ = 0 e z = 2, temos que x = r cos θ = 1, y = r sin θ = 0 e z = 2 são as coordenadas
cartesianas de P.

Exerćıcio 4: Determine a equação em coordenadas cartesianas da superf́ıcie S : r = 2a cos θ, a > 0 dada
em coordenadas ciĺındricas.

Resolução: Sendo r = ±
√
x2 + y2 e cos θ = ± x√

x2 + y2
, temos que:

±
√
x2 + y2 = 2a

x

±
√

x2 + y2
⇔

x2 + y2 = 2ax ⇔

(x− a)2 + y2 = a2,

que é uma equação cartesiana para S. Portanto, S é um cilindro circular de eixo r = {(a, 0, 0)+ t(0, 0, 1)| t ∈ R}
paralelo ao eixo Oz.



Figura 4: Superf́ıcie S : r = 2a cos θ

Exerćıcio 5: Faça um esboço e dê uma parametrização em coordenadas cartesianas da superf́ıcie S : r = eθ

em coordenadas ciĺındricas.

Resolução: Como x = r cos θ e y = r sin θ, temos que:

S :


x(θ, z) = eθ cos θ

y(θ, z) = eθ sin θ, θ, z ∈ R
z(θ, z) = z

é uma parametrização de S, um cilindro de geratrizes paralelas ao vetor v⃗ = (0, 0, 1) que possui a espiral

γ :


x(θ) = eθ cos θ

y(θ) = eθ sin θ, θ ∈ R
z(θ) = 0,

como uma de suas diretrizes.

Figura 5: Superf́ıcie S : r = eθ
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