1 O corPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

1.1 Os numeros reais

Vamos denotar por R o conjunto dos ntiimeros reais e supor conhecido suas principais pro-

priedades tais como a sua relagdo de ordem, completude de IR, ou equivalentemente a exis-

téncia de supremo e de infimo para conjuntos limitados, sequéncias, séries, continuidade e

diferenciabilidade de fungdes reais de uma ou mais varidveis reais e suas propriedades.
Usaremos ao longo do texto o fato de R ser um corpo completo.

1.2 O corpo dos nimeros complexos

Definimos o conjunto dos nimeros complexos, denotado por C, como sendo o conjunto de
todos os pares ordenados (a,b) em que a,b € R:

C=/{(a,b);a,beR}.
Munimos o conjunto C com as seguintes operagdes:
1. Adigao: (a,b)+ (c,d)=(a+c,b+4d);
2. Multiplicagdo: (a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad + bc).
E facil verificar que valem as seguintes propriedades:
* (0,0)+ (a,b) = (a,b) +(0,0) = (a,b),
* (1,0)-(a,b) = (a,b)-(1,0) = (a,b).

Aos elementos de C chamamos de numeros complexos. Os nimeros complexos surgiram
da necessidade de resolver equacées algébricas tais como x>+1 = 0. Um tratamento rigoroso
para os numeros complexos sé foi apresentato em 1837 e foi devido a Hamilton.

E usual denotar o par (0,0) por 0 e o par (1,0) por 1 e vamos adotar esta notagio. Também
vamos denotar o numero complexo (0,1) por i.

Utilizaremos as letras z,w,z;,2,,wy,w,,... para representar niumeros complexos.

E facil verificar que valem as seguintes propriedades.

Propriedades 1.1 Para quaisquer nitimeros complexos z,zy,z,,23 valem:
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1. Associatividade da adi¢do: z1 + (zo + z3) = (21 + 25) + 235
2. Comutatividade da adigdo: z1 + zp = zp + z¢;
3. Existéncia do elemento neutro: 0 +z = z;

4. Existéncia do elemento oposto: dado z = (x,v) € C existe —z = (—x,—y) € C tal que z +
(-2) =0;

5. Associatividade da multiplicagdo: z1(zyz3) = (2122)23;
6. Comutatividade da multiplicagdo: zyz, = z,2y;

7. Existéncia do elemento unidade: 1z = z;

. . . . X -
8. Existéncia do inverso: se z = (x,y) # 0, entdo existe z7! = T3 Y 5| € C tal que
X“+ys x*+v
zz 1 = 1;

9. Distribuitividade da multiplicacdo com relagdo a adi¢do: zy(zo + z3) = 212, + 21 23.

Essas propriedades nos dizem que C, munido das operacdes definidas acima, é um corpo.

Como vamos denotar por i o ndmero complexo (0,1), notemos que i> = (0,1)-(0,1) =
(=1,0) = —1 e portanto, a equagdo x>+ 1 = 0 tem em C as solugdes +i. O corpo dos complexos
nao é ordenado, pois em um corpo ordenado por uma relacdo de ordem < tem-se sempre
0 < w?,Yw. Esta observagao demonstra o seguinte resultado.

Proposicao 1.2 Nao existe relagcdo de ordem alguma sobre o corpo C que o torne ordenado.

Comoi=(0,1) e 1= (1,0) podemos escrever o numero complexoz= (x,y) =x-147yp-i
ou simplesmente z = x + yi. Em z = x + yi chamamos x de a parte real de z e y a parte
imagindria de z:

x = Rez, y = Imz.

Dois numeros complexos z = x1 +iy; e w = x, + iV, sS40 iguais se somente se, x; = X, €
1 1 2 2 1 2
y1 = ¥. E claro que dois nameros complexos sdo iguais se, e somente se, possuem a mesma
parte real e a mesma parte imagindria. Assim, se z = x + iy é ndo nulo, segue que x = 0 ou
y=0.
Observe que, para um inteiro n, i" pode assumir apenas quatro possiveis valores que sao
1,i,—1,—i. De fato, dividindo n por 4 obtemos restos iguais a r = 0,1,2 ou 3, assim como

. . . . m . . . . . .
i* =1 temos i" = 4"t = (14) i" = i’, para algum inteiro m e r, o que resultaem 1,i,—1,—i.
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R como subconjunto de C: Note que R pode ser visto como um subconjunto de C, pois todo
x € R é escrito como x = x 4+ i0. Além disso, as operacgdes de adi¢do e multiplicacdo de R sdo
as mesmas definidas em C. De fato, dados x e y reais temos
x+y=x(1,0)+9(1,0) = (x +)(1,0) = (x +,0) = (x + )1 + 0i,
xy = (x,0)(y,0) = (xy —0,0) = xy(1,0) = xp + 0i.

Uma aplicacdo bijetora entre dois corpos que preserva a soma e o produto é chamada de
isomorfismo de corpos. Da observagao acima podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposic¢ao 1.3 C possui um subcorpo isomorfo a R.

Demonstragdo: Defina ¢ : R — C dada por ¢(a) = (4,0). Como vimos

¢p(a+b)=¢(a) + () e dp(ab) = ¢(a)¢ (D).

Como ¢(a) = ¢(1-a) = ¢(1)¢p(a) segue que se ¢(1) =0, entdo ¢ = 0. Logo, como ¢ (a) =0
para algum a € R, segue que ¢ é isomorfismo entre R e ¢(R) c C. O

Note que na propriedade (8) apresentamos z~!, que ¢ de facil deducao. De fato, se z =
x + 1y é ndo nulo, entdo zl = u + iv deve satisfazer

xu—-yv = 1
{yu+xv = 0 (1.2.1)

que é um sistema de equagdes lineares nas varidveis u#,v com determinante ndo nulo dado
por x> 4+ y2. Logo, o sistema linear possui uma tnica solu¢do que pode ser obtida usando a
regra de Cramer:

_ X _ 7Y
T VT
Assim,
-1 o X . _y

Vamos provar agora outra importante propriedade: Se z;z, = 0, entdo z; = 0 ou z, = 0.
De fato, sejam z; = xy +1iy; e 2z, = X, + iy, e suponha que z;z, = 0 mas z; # 0. Vamos provar
que zp = 0. Como z,z, = 0 entdo temos que as equagoes

X1X-91y2 = 0 123
{y1x2+x1y2 =0 (1.2.3)
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devem ser satisfeitas. Como esse sistema homogéneo de equagdes lineares (nas varidveis x; e
v,) tem determinante nao nulo dado por x? +y?, segue que a dnica solugio é x, = y, = 0. Ou
ainda, como C ¢ um corpo e z; = 0, existe z;! e entdo 0 = z;'0 = 2] (212;) = (z]'2)2z; = 2,
0 que mostra que z, = 0.

As operagdes subtragdo e divisao sdo consequéncias da adi¢do e multiplicagdo:

¢ Subtragdo: z—w =z+ (—w);
e Divisdo: % =zw™ !, desde que w = 0.

Segue imediatamente que:

z1+2z _ _ _ z z
A2 (2 +2)z5 = 2125 + 2075 = =+ 22,

23 Z3 23
212, . -1 _ (l-1y 2L %2
—2324 (z122) - (2324) (z122) - (23725 ) (23) (24)-

Representac¢do no plano: Como o numero complexo z = (x,y) pode ser escrito com z =
x(1,0) +v(0,1) podemos identificar C ao espaco vetorial de dimensdo 2 sobre o corpo dos
reais: R? gerado pelos vetores (1,0) e (0,1). Assim, é possivel representar um complexo z =
x~+yi como sendo um ponto no sistema de coordenadas retangulares: a primeira coordenada
x € marcada sobre o eixo horizontal, chamado eixo real; a segunda coordenada é marcada
sobre o eixo vertical, chamado de eixo imagindrio.

E também usual e atil em diversas representagdes graficas, representar um complexo
z = (x,) graficamente como um vetor com origem na origem do sistema e extremidade no

ponto (x,v).

Conjugado de um complexo: Se z = x + iy € C definimos o conjugado de z, denotado por z,
por z = x —yi. O conjugado z tem uma representagdo geométrica simples: z é o simétrico de
z em relacdo ao eixo real. Veja a figura 1.1.



Figura 1.1: O conjugado de um nimero complexo

O moédulo de z é denotado por |z| e é definido por |z] = \/x? +y?. A expressdo /x? + p?
aparece naturalmente no trabalho com ntiimeros complexos e representa graficamente o com-
primento do segmento de reta com extremidades na origem (0,0) e em z = (x,). A ex-
pressao para o moédulo pode ser deduzida por meio do teorema de Pitdgoras. Veja a figura
1.2.

Note que tanto z quanto z possuem o mesmo modulo: [z| = |z|.

A

17

\]

Figura 1.2: M6dulo de um nuimero complexo

Como zz = x% + yz, segue que |z|?> = zz. Portanto, se z # 0, tem-se
L1z
zZ = - = —
z |z

concordando com (1.2.2).



A distdncia entre dois complexos z = x; +iy; e w = x, + iy, é dada pela distdncia entre
os pontos correspondentes do plano R? :

d(z,w) = \/(xl —x2)* + (11 -92)%
Assim, podemos notar que d(z,w) = |z —w|.
Concluimos que em C ha uma fungao distancia que o torna um espago métrico. Veremos

mais tarde que C é um espago métrico completo no sentido que as sequéncias de Cauchy em
C sao convergentes em C.

Proposi¢io 1.4 Dado o complexo z = a + bi, o polinémio p(x) = x> - 2ax +a*> + b*> tem z e z
como raizes.

Demonstragdo: Basta substituir no polinémio. O

Propriedades 1.5 Para quaisquer niimeros complexos z e w valem:

1
1. Re(z)zz(z—i—i);
2. Im(z) = ! (z—-7%)
2 ’
3=l
4. z+w=z+w;

6. |z-w| = 2| - [wl];

z
7. ‘—| = H, desde que w # 0;
wl - fwl

>
wll

= Z,

~

9. Re(z) <|Re(2)| < |zl e Im(z) < |Im(2)| < |z|;
10. |z 4 w| < |z| + |w| (desigualdade triangular). Veja figura 1.2.

11. ||zl - w|| £ |lz+w|,Vz,w € C.



Figura 1.3: Ilustracao da desigualdade triangular

Vamos demonstrar a desigualdade triangular.
z+wP? = (z+w) (z+w)=(z+w)(Z+w)
= zz+ww+zw+wz
= |z> +|w|* + 2Re (zw)

<z + lwl® 4 2lzw]
< J2P + wl + 2lzllw] = (2] + [w])®.
Segue que
lz4+w| < |z|+|w|,Vz,weC. (1.2.4)

Por indugdo, pode-se mostrar que

n
) %

k=1

n
< ) lad- (1.2.5)
k=1

Agora a outra desigualdade:

l|z| - w|| < |z+w|,Yz,weC. (1.2.6)
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De fato, como |z| = |(z + w) —w| < |z+ w| + |w| e portanto, |z| - |w| < |z + w|. Do mesmo modo,
lw| = |(w + z) — z| < |z + w| + |z| e portanto, |w| - |z| < |z + w|. Logo, temos, |[w| - |z|| < |z + w].

Proposi¢do 1.6 (Desigualdade de Cauchy) Sejam ay,a,,...,a,eby,b,,...,b, nitmeros complexos.
Entao, vale a desigualdade

la1by +azby + ...+ agbyl” < (lar + laol + ..+ lay?) (11 + (b2 + .. + bl?).

Ou usando somatorio:
n

Zakbk

k=1

2 n n
2 2
<) ) bl
k=1 k=1

Demonstrac¢ao: Podemos supor que todos os by sdo nao nulos.
Seja A um complexo arbitrdrio. Calculemos

) 2
) la= b > 0.
k=1

E facil ver que

n n n n
> lae =B =l 1A Y Ibef? - zRe[XZakbk].
k=1 k=1 k=1 k=1

Como esta expressdo € ndo negativa para todo A, tomemos A dado por

n

Zakbk

k=1

ilbk|2
k=1

A=

Substituindo o valor de A, obtemos




de onde segue o resultado. O

Uma aplicagdo da desigualdade de Cauchy é o seguinte resultado devido a Laguerre, que
da uma critério de localizagdo de raizes de polinémios.

Teorema 1.7 (Laguerre) Seja p(x) = x" 4+ a,_x" ' +--- +a,x + ay polindémio com coeficientes
reais e todas as suas raizes reais. Entdo, todas as raizes pertencem ao intervalo com extremidades

-a,, n-1 [, 2n
+ a, | ———ay_2.
n n n—1

Demonstragao: Seja y uma raiz e v1,v,,...,,-1 as outras raizes. Logo,

p(x) =(x=p)(x=91) (Xx=yu_1)-

Assim, temos que

A1 = YEVitYto Y
An-2 = P(y1+yz+"'+yn—1)+zyiyj

i<j

Aplicando a desigualdade de Cauchy a (v1,v,,...,v,-1) € (1,1,...,1) temos

(a1 +9)> = i+va++9,1)°
n—1
< (n=1)) y?=(n-1)(a)_, ~2a,,-77).
i=1

. 2a,,_ 2(n—1 n—2
Ouse]a,y2-|— Zly—i— (n )an_z—Ta,%_lso.

Assim, y estd entre as duas raizes da fungao quadratica e estas sdo nossas extremidades.
O

Uma propriedade importante, consequéncia do conceito de conjugado, é a que afirma que
em polindmios com coeficientes reais, as raizes complexas aparecem em pares conjugados.
Vamos demonstrar este fato.

Proposigdo 1.8 Seja p(x) = Y [_,axx* um polinémio com coeficientes reais ay, k = 0,...,n. Se
a+ bi é uma raiz de p(x), entdo a — bi também é uma raiz.
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Demonstracdo: De fato, se a + bi entdo p(a+ bi) = 0. Mas como os coeficientes sdo reais
podemos escrever

n

pla—-bi) = p(a+bi):Zak(a—|—bi)k
k=0

n

= a(a+ bi)k

T
o

=

= ar(a+bi)k=pla+bi)=0=0.

T
[en]

Segue que a — bi também é raiz de p. O

Um exemplo é o polindmio de coeficientes reais p(x) = x> + 1 que tem as raizes i e sua
conjugada —i.

Exercicios 1.9

1. Demonstre as propriedades 1.1.
2. Demonstre a propriedade 1.5.

3. Determine as partes real e imagindria dos numeros complexos:
1
a)—;
OF
z—a
(b)
z+a
(c) 2%

(d) (1+1)3.

,aelR;

4, Sez=#0,escrevaz ! em funcio deze |z|.
5. Mostre que z = z se, e somente se, z é real.

6. Se z e w sdo numeros complexos, mostre que:
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(a) |z + w|* = |z|* + 2Re(zw) + |w|?.
(b) |z—w|?> = |z|> - 2Re(zw) + |w|?.
(©) |z 4+ wl? + |z — wl” = 2(|2* + [w]?).
2+ wl® < (J| + [w])*.

Reduga cada namero complexo a forma a + bi:
1+
(a)

1-i’
(b)

i 1-1

1—i i
(c) i —4i° — 4i.

Determine para quais valores valem as igualdades:

(a) z=-z.
(b)z=2z"1.
(c)z=z2

(d)zl=z

Exercicios 1.10

1.

Existéncia da raiz quadrada: Dados os complexos a + bi, determine explicitamente o
complexo x + pi tal que (x +yi)? = a + bi.
Sugestao: como (x + vi)? = x> — 2 + 2xyi, entdo comparando temos

2-p2 = a
{ 2y — b (1.2.7)

Elevando cada equagdo ao quadrado e somando tem-se

(X2_y2)2 + (2X}})2 — (x2 _’_y2)2 —_ a2 + b2.
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Logo, x> + y? = Va2 + b2. Juntando com a primeira equagao de 1.2.7 obtemos

x? = %(H a2+b2) (1.2.8)
v? = %(—H a2+b2). (1.2.9)

As equacgdes 1.2.8 e 1.2.9 produzem dois valores opostos para x e dois valores opostos
para y. Eles ndo podem ser combinados de qualquer maneira. Estes valores devem
satisfazer a segunda equacdo de 1.2.7. Assim, devemos tomar cuidado para escolher
um valor para x e um valor para y de modo que a segunda equagdo em 1.2.7 tenha o
mesmo sinal de b.

A solugdo é dada por

2 2 _ g2 2
x+ip=Vatbi=1 atva~+ 07 Z+b +i%\/ a+t 2” o

seb#0.Se b= 0asolucdo é ++/a, se a > 0 ou +iy/—a, se a < 0.

Portanto, concluimos que raiz quadrada de um ntimero complexo existe sempre e é
um numero complexo.

Determine as raizes de z> +z 4+ 9 = 0.
Determine as raizes de z> —z+ 3 = 0.
Determine as raizes de z* + 16 = 0.

Determine as raizes de z> +z+1 = 0.

Dizemos que um corpo (K, +,-) é ordenado se existe uma relacdo < entre os elementos
de K que satisfaz:

(a) a < a para todo a € K (reflexiva);
(b)a<beb<a,entdoa="b (anti-simétrica);

(c)a<beb=c, entdoa < c (transitiva);
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10.

(d) dados a,b € K tem-se a <b,ou b <aoua=>b,onde x <y significaa<bea=b;
(e)sea<b,entdoa+c<b+cparatodoceKk;
(f)sea<b,entdoa-c<b-c paratodo 0 <c.

Verifique que em todo corpo ordenado tem-se 0 < x-x. Conclua que C nao pode ser
corpo ordenado.

Verifique que a aplicacdo ¢ : C — R? definida por ¢(x + yi) = (x,y) é uma bijecao.
Como ambos lados, dominio e contra-dominio sdo grupos, verifique que ¢ é um iso-
morfirmismo de grupos.

Verifique que a aplicagdo ¢ : C — M definida por ¢ (x+ypi) = [ _xy z ] ¢ uma bijecdo,

onde M ¢ o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2 com entradas reais da forma
Xy

[ v X ]

Munindo M com as operagdes usuais de adigao e multiplicagdo de matrizes, verifique:

(a) se A e B sao elementos de M entdao AB € M.

(b) se A e B sdo elementos de M entdo AB = BA.

(c) se A€ M é nio nula, entio Al e M.

(d) verifique que (M, +,-) é um corpo.

(

e) verifique que ¢ é um isomorfismo de corpos.

Seja P[x]| o espago dos polindmios com coeficientes reais. Dados polinémios p e g,
mostre que a relacdo p ~ g se, e somente se, p —q é divisivel por x? + 1, é uma relagio
de equivaléncia. Mostre que P[x|/ ~ pode ser identificado ao corpo dos numeros
complexos.

Os inteiros gaussianos sdo os complexos z = a + bi em que a e b sdo inteiros. Veri-

fique que o conjunto dos inteiros gaussianos é um subanel dos nameros complexos.
Verifique que as unidades sao +1 e +i
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1.3 Representacgao polar e formula de Moivre

Dado z = x + iy ndo nulo seja 6 o dngulo que o eixo real positivo forma com o vetor corres-
pondente a z, no sentido anti-hordrio. Veja a figura 1.3.

A

0o

\]

Figura 1.4: argumento de z

Do nosso conhecimento de geometria, desde que z # 0, obtemos

x
cos(6g) = EL
sin(0,) = %,

e portanto,
z =|z](cos Oy +isinO).
Note que
z = |z|(cos@ +isin0) (1.3.1)

ainda vale para 6 = 6 + 2kmn, k € Z, o que mostra que z tem infinitas representacoes da
forma 1.3.1.

Uma representacdo da forma 1.3.1 é chamada de representacao polar de z e 6 é chamado
de um argumento de z, denotado por arg(z). Observamos que

arg(z) = {0 = 0y + 2km, k € Z)}.
Note que arg(z) = —arg(z).

O argumento de z pertencente ao intervalo (-7, 7] é chamado de argumento principal
do complexo z e é representado por Arg(z).
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Dado z € C nédo nulo, se @ = Arg(z), a representacdo dada por
z = |z|(cosa+isina) (1.3.2)

¢ chamada de forma polar de z.

E importante observar que Arg(zw) # Arg(z) + Arg(w) e Arg(z™') # —Arg(z). De fato,
tome como exemplo z = -1 e w = +i.

Voltaremos a fung¢do argumento principal na se¢ao §?? do capitulo ?? pagina ??.

Foérmula de De Moivre: Sejam dados os complexos z e w, ambos ndo nulos, e

z = |z|(cos@+isin0), (1.3.3)
w = |w|(cosa+isina) (1.3.4)

suas representagdes polares. Segue que zw é dado por

zw = |z|lw|(cosO +isinB) (cosa +isina) (1.3.5)
zw = |z|lw|[(cosOcosa —sinOsina) +i(cosOsina +sinbcosa)] (1.3.6)
zw = |z|lw|[cos(0 + a)+isin(6 + a)]. (1.3.7)
Logo,
arg(zw) = arg(z)+arg(w). (1.3.8)

Veja a figura 1.3 que ilustra esse fato.

Figura 1.5: Ilustragao do argumento no produto
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Considerando z = w e por indugao, obtemos de (1.3.7) que
2" = |z|"[cos(nB) + isin(nb)],

para todo natural n > 1.

(1.3.9)

Como zZ = x% + y? > 0, entdo arg(zz) = 0 + 2kn. Logo, arg(z) + arg(z) = 2km e assim

arg(z) = —arg(z) + 2kn = —arg(z).

z
Dez ! = W temos que

arg(z™!) = arg(z) = —arg(z).

Segue que
zb = |z  [cos(=0) +isin(-0)].
Se n > 1 é inteiro, obtemos
z" = |z["[cos(-n0O) +isin(-n0O)].
Assim, se n € Z temos
2" = lz|"[cos(n6O) +isin(nO)].

Observe que demonstramos em (1.3.13) que vale a igualdade
2" [cos(0) + isin(0)]" = |z|"[cos(nB) +isin(nO)],VneZ

e portanto

[cos(0) +isin(0)]" = cos(nO) + isin(nb), n € Z.

A equagdo (1.3.15) é chamada de férmula de De Moivre !.
e Exemplo 1.11

Um exemplo simples para usar a férmula de De Moivre: calcular (1 + )80,

(1.3.10)

(1.3.11)

(1.3.12)

(1.3.13)

(1.3.14)

(1.3.15)

Como 1+1i = \/E[cos% —|—ic0s%] temos que (1 +1)%0 = (\ﬁ)so[cosss)T” +isin 89T”]. Isto

resulta em (1 +7)80 = 240[cos(207) + isin(207)] = 247,

'Matematico francés (1667-1754).
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1.3.1 Extracdo de Raizes

A férmula de De Moivre é importante ferramenta para a extragao de raiz de nimeros com-
plexos. Dado w complexo e n # 0 natural, dizemos que z é uma raiz n-ésima de w se z" = w.
Se w = 0, é claro que z = 0 é a Gnica raiz. Logo, podemos supor w # 0 e escrever w na sua
forma polar

w = |w|(cos Oy + isinBy)

e uma representacdo polar para z
z=|z|(cosO +isinb).
Como z" = w, entdo temos
|z|" [cos(nO) + isin(nO)] = |w|(cos Oy + isinOy)
e portanto

2] = |w|n (1.3.16)

2
LJ; k7 v ez, (1.3.17)

Assim podemos reescrever z:

2 2
z:|w|% lcos(M)—f—isin(M) . (1.3.18)
n n
Obtemos n distintas raizes para z" = w, variando k de 0 a n —1:
0o + 2k .. (B + 2k
zk:|w|%[cos(u)+lsm(u)l,k:0,1,...,n—1. (1.3.19)

e Exemplo 1.12

2"7”), possuem todas

moédulo igual a 1. Isto é, elas localizam-se sobre a circunferéncia |z| = 1. Como possuem

argumentos 2"T”,k =0,1,...,n—1, elas esdo igualmente espacadas sobre a circunferéncia.

No caso particular z"" = 1, observamos que as raizes z; = cos (2"7”)—1—1' sin(

e Exemplo 1.13
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Consideremos a equagdo z® = 1. Vamos utilizar a formula de De Moivre para obter todas as
solu¢des. Primeiramente, escrevemos 1 na forma polar

1 =cos0+1isin0,

com 0, = 0 e usamos (1.3.19)
0+ 2k .. [0+ 2k
zkzllcos(%)—i—zsm(%)],k:0,1,2,3,4,5.

As raizes estdao no vértice do hexdgono regular, veja a figura 1.3.1.

/
\

Figura 1.6: Os vértices do hexagono regular sio as raizes de z° = 1.

Para k = 0, obtemos z, =1,

Para k = 1, obtemos z; = % + % iV3,

Para k = 2, obtemos z, = —% + %i\/g,

Para k = 3, obtemos z3 = -1,

Para k = 4, obtemos z4 = —% - % i3,

Para k = 5, obtemos z5 = % - % iV3.
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Exercicios 1.14
1. Determine as solu¢cées do mondmio z* + 16 = 0.

2. Calcule as n-ésimas raizes da unidade quando n = 3,5,7,10, isto é, calcule todas as
solucdes de z" = 1.

2=

3. Calcule a raiz quadrada de i, isto é, determine z tal que z

=1

4.  Calcule a raiz cubica de i, isto é, determine z tal que z
5. Calcule a raiz cubica de 1 + i, isto é, determine z tal que 23 =1+1.

6. Calcule a raiz cubica de 2V2 + V3i.

V2 | V2

7. Calcule a raiz cubica de i

V3 35

8. Calcule a raiz cuibica de 73 + 5.

9. Determine arg(z) e Arg(z) para os complexos dados:

(a)z= —V12-2i.

(b) z=12-2i.
10.  Expresse z = -5+ iV75 na forma polar.
11.  Expresse z= V3 + 1i na forma polar.
12.  Resolva a equacio z> +i = 0 e use-a para resolver z* + 2iz? =1 = 0.

13.  Represente graficamente os seguintes conjuntos:
T

(a) arg(z) = %.
(b) 0 <arg(z) < 7.
<

(b) - <arg(z) < .

2

14.  Mostre que zz—22y—2¢z = r*—a’—b? representa o circulo de raio r e centreo zy = a+ bi.
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1.4 O plano complexo

Como vimos, cada nimero complexo z estd naturalmente identificado a um tnico ponto
(Rez,Imz) do plano IR?. A adicdo de ntimeros complexos é exatamente a lei de adicao de
vetores de IR?. Dados z; = (x;,91) e z, = (x,,9,) nimeros complexos, tracemos 0s segmentos
orientados com origens em (0,0) e extremidades nos pontos (x1,v;) e (x2,v2). O quarto
vértice do paralelogramo é a soma z; + z,. Veja a figura 1.4.

A diferenca pode ser representada pelo vetor deslocamento do ponto z, = (x,,7,) até o
ponto z; = (x1,y1), como mostra a figura 1.4.

\]

Figura 1.7: Ilustracao da adigao e da subtragdo

O exercicio 1.10, 6 (c), mostra a lei do paralelogramo: a soma dos quadrados dos compri-
mentos dos lados de um paralelogramo é igual a soma dos quadrados dos comprimentos de

suas diagonais.
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1.5 Retas e semi-planos

Da geometria analitica sabemos que um ponto zy = (xg,9) € um vetor w = (x,y) determi-
nam uma reta L, sendo dada pelo conjunto

L={zeC;z=1z¢+tw,t e R}.

Notemos que z € L se, e somente se, z = z; + tw, para algum teR. Ou equivalentemente,
Z—2
I

z—-z
,desde que w # 0. Segue que se w = 0, temos que z € L se, e somente se, Im( 0 ) =
w

0. Assim,

L= {zeC;Im(Z_ZO):O}.
w

Sao semi-planos os conjuntos dados por

H = {zeC;Im(Z_ZO)>O}
w

K = {zeC;Im(Z_ZO)<O}.
w

/

Figura 1.8: Exemplo de reta e semi-planos

Perguntamos em qual dos lados da reta estd situado cada semi-plano? Como w é uma
direcao, podemos assumir que |[w| = 1 e assim w = cosf + isin3, onde  é o argumento
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principal de w. Vamos assumir também que z; = 0; pois retas com z, # 0 sdo translagdes
dessa. Fagamos

z
H, = {zeC,Im(;)> 0},

Z
Ky=fze C,Im(;) <o),

Se z =r[cos O + isin 0], entdo

% = r[cos(0 — ) +isin(6 - B)].

Segue que z € H|) se, e somente se, Im(%) =sin(6 —/3) >0,isto é, p <0 <m+ . Logo, Hy

é o semi-plano que esta a esquerda de L quando caminhamos sobre L na diregdo de w.

Voltando a H e K, vemos que H = zy + Hy e K = zy + Ky. Assim, H é o semi-plano a
esquerda de L quando caminhamos sobre L na dire¢do de w. Analogamente, K, é o semi-
plano a direita de L quando caminhamos sobre L na dire¢ao de w.

1.6 O plano estendido e sua representacao esférica

No estudo de fungoes de variavel complexa, o valor de uma fungao pode se aproximar do in-
finito quando a variavel se aproxima de um determinado ponto. Com frequéncia precisamos
abordar essa situagdo, para isso precisamos introduzir o plano estendido C,, = CU{oo} , que
¢ a unido de C com um ponto co.

Por analogia ao caso real, estabelecemos que

Z+oo=c0+z=00,¥z€C, z-co=00-2=00,Yz%0,

inclusive quando z = oo.
Nao é possivel definir

00+ 00, 0 X oo,

mas podemos definir

%:oo, éZO,Z:tO.

Uma representagdo geométrica para este conjunto é dada por meio da esfera unitdria no
R3.
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Consideremos a esfera do espaco R®
S% = {(x1,%2,x3) € R%x} + x5 + x5 = 1}

e o polo norte N = (0,0,1). Identificando C com os pontos (x1,x,,0) do espago, vemos que
C corta S? no equador.

Tomemos um ponto z € C. A reta unindo os pontos N e z corta a esfera S? em um Gnico
ponto z’ # N. Temos que z’ estd no hemisfério norte se |z| > 1 e no hemisfério sul se |z < 1. E
claro que z’ =z se |z| = 1. Temos que, deste modo, o plano complexo é representado sobre a
esfera de modo biunivoco, com exce¢do do polo norte N que ndo corresponde a ponto algum
do plano complexo. E entdo conveniente fazer corresponder a N o ponto infinito co.

Figura 1.9: modelo para C, com o plano passando pelo polo sul

A reta que passa pelos pontos N e z = x + iy é dada por
L={tN+(1-t)z,t eR}.

Reescrevendo L, temos
L={((1-)x,(1-t)p,1), tR).

Se t ¢ tal que ((1—1t)x,(1—1t)y,t)) € S? as coordenadas satisfazem

(1-t)x*+(1-t)%p* + 12 =1.
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Logo,

1= (1-1)(x*+p?)+ ¢
1 = (1-0)2z>+ ¢
1-t2 = (1-1)%7%

Como t # 1, pois z # co, um célculo simples fornece

-1
INFEES

Assim, obtemos as coordenadas de z’, o ponto sobre a esfera:

v - 2x _ z+4+z

PP+ P+
2y -i(z-%2)

Xy = - )
|z|2 + 1 |z|2 +1

P

ST T T P+

Assim, existe uma aplicagdo bijetora ¢ dada por

2x 2y z)2-1
|22+ 17|22+ 17 |z]2 + 1

P(xy) =

que aplica C sobre S? - {N}.

(1.6.1)
(1.6.2)

(1.6.3)

Notamos que quando |z| — oo temos que 2z’ se aproxima de N. Assim, é natural definir
¢(c0) = N e portanto, ¢ pode ser estendida biunivocamente, ¢ : C,, — S2. Desta forma

podemos identificar C, a S2.

Se nos foi dado z’ = (x;,x,,x3) € S? —{N}, obtemos z € C tomando x3 = t e observando

que z = x + iy deve satisfazer

(1-x3)x =x;, (1-x3)y = x,.

Logo,
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e portanto
z="2""2 (1.6.4)

Assim, obtemos uma aplicagdo bijetora P : S — {N} — C que aplica cada ponto de S — {N}
em C. Definindo P(N) = co estendemos P com dominio S? e imagem C,,. A aplicagdo
assim obtida P : S — C,, é uma aplicacdo bijetora. Esta aplicacdo é chamada de projegao
estereografica. Por meio desta aplicacdo também identificamos C_, a esfera S2.

Esta técnica de inclusdo de um ponto, permite transformar um espago de Hausdorff nao-
compacto (C é apenas localmente compacto) em um espago globalmente compacto, através
da inclusdao de um unico ponto, é conhecida com compactificagdo de ponto tnico, ou de
Alexandrov?, possui aplicagdes mais gerais, como na teoria de cordas da Fisica subnuclear.

Definimos a distdncia entre z e w do plano estendido como sendo a distancia entre z’ e w’
correspondentes, distancia do R3: se 2z’ = (x,x5,x3) e w’ = (x7,x5,x5), entdo

d(z,w) = \J(xy = %})2 + (12— 5)2 + (33— )2

Usando que z’ e w’ estdo em S2, obtemos

d(z,w) = \/2 — 2(x1x] + XX + x3x3).
Usando as expressoes de xq,x,,x3, obtemos

d(z,w) = 21z~ vl :
VA +2P) (1 +wP)

Se w — oo, para a férmula correspondente obtemos

2
VIt 122

A relagdo P entre os pontos de S? e os pontos de C, é chamada de projegdo estereogréfica.
Esta aplicacdo é indispensavel para mapas de navegacdo devido a suas propriedades especi-
ais. Uma destas propriedades é que a projecdo estereografica transforma circulos em circulos
(a retas sao consideradas circulos de raio infinito).

Outra importante propriedade é que esta aplicagdo conserva dngulos: isto é, se sobre a
esfera duas curvas se cruzam formando um angulo, entdo as curvas projetadas sobre o plano
mantém o mesmo angulo.

d(z,00) =

2Pavel Alexandrov, 1896-1982
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Exercicios 1.15

1.

Refaca a dedugdo para as coordenadas da projecdo estereografica dadas em 1.6.1-
1.6.3.

Deduza a equagado 1.6.4.
Dados z =1+ i e 2 4 V2i determine os pontos correspondentes em S2.

Represente graficamente no plano complexo os subconjuntos:
a) {zeGlz| =1}

b) {ze C;lz| < 1};

) {zeC;lz—i| < 1};

d){zeC;1<|z-1|<2};

e) {ze C;Im(z) > 0};

f) {z € C;Im(z?) > 0}.

Py

Encontre as raizes de z*+4 = 0 e use-as para fatorar z* 44 em dois fatores quadraticos
reais.

Estabelega a seguinte identidade

1= n+1

- z

E 7K = ,z#1,0
1-2z

k=0

e deduza a identidade trigonométrica de Lagrange

1 sin[(n—l—%)@]
1+ cos(6) + cos(260) +... 4+ cos(n0) = > NI D |

. o ’
2sin(%)
0<0<2m;
n-1
Mostre que se w # 1 é uma raiz n-ésima da unidade, entao Zwk =0.
k=0
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1.7 Raizes de polinémios — histdria

O problema de encontrar raizes de um polinémio é antigo. Ja por volta de 1600 AC os ba-
bilénios possuiam tabelas que permitiam resolver equagdes quadraticas. Os gregos antigos
resolviam equagdes quadraticas por meio de construgdes geométricas, nao existia sinal al-
gum de formulacao algébrica até 100 DC. Os gregos também tinham métodos aplicaveis a
equacgoes cubicas envolvendo intersecdo de conicas.

A solugao algébrica da ctuibica era desconhecida. Em 1494, Pacioli em sua “Summa Arith-
metica”’observa que a solugao das equagdes x> + mx = n e x> + n = mx eram impossiveis.

Em Bolonha, durante a Renascencga, os matemdticos descobriram que a equagdo geral da
cibica poderia ser reduzida aos trés tipos basicos: x> +px =g, x> =px+gex>+g=px. A
separacao em casos foi necessario pois eles ndo conheciam ntimeros negativos.

Scipio del Ferro resolveu todos os trés casos e certamente passou o seu método a um
estudante, Fior. Nicollo Fontana (ou Tartaglia) em 1535 redescobriu o método. Fontana
usou o seu método numa competi¢do publica com Fior, mas recusou-se a revelar os detalhes.
Finalmente ele foi convencido pelo fisico Girolano Cardano a revelar o segredo, mas com
a condi¢ao de Cardano ndo revelar a mais ninguém. Quando a “Artis Magnae”’de Cardano
apareceu em 1545 ela continha uma completa discussdo da solugdo de Fontana. Continha
também o método de Ludovico Ferrari, discipulo de Cardano, para resolver a equagao de
quarto grau por redugdo a uma cubica. Girolano sentiu-se desobrigado de cumprir o trato
com Tartaglia pois descobriu que o seu método de solugao ja era conhecido. A solugdo de
Fontana para x> + px = q ¢

B N A Gl [ VA
x_\/2+ 27+4+\/2 7 5

A expressao acima sé envolve os coeficientes da equacao, adi¢do, subtracao, multiplicagao,
divisao e extracgdo de raiz. Tais expressoes sdo conhecidas como expressoes radicais.

O corpo C foi construido para conter todas as raizes de polindmios reais irredutiveis. E
facil ver que o polindémio g(x) = x> + ax + b, com a,b € C tem raizes em C, pois

()= (x+5+d) (x+3-d),

2
a
onde i b = d?. Assim todo polinémio de grau 2 se fatora num produto de dois polindmios

complexos lineares.
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Para polinémios de grau 3, f(x) = x> + bx? + cx + d, com coeficientes em C, fazendo
h= —%, obtemos

f+h) =y>+py+4q, pqeC.
Agora usando a substitui¢do de Viete y = z— £ obtemos que

3

_PN_3_P
fle=3) =7 5514

Assim,

3

3 P
Y =0
z 27z3+q

é uma equacao quadrada em z° e portanto

| _D

3:_q+ 27
1 2 ’

|_D

3:_q_ 7
2 J

z

2y

sao as raizes, onde D = —(4p> + 27g?).
.3 _ , . L. .
Como (z12,)° = - segue que z;z, = fw, onde w é uma raiz cabica da unidade, por
exemplo

2 2
w= cos(?n) + isin(?n).

Substituindo z,, se necessario, por z,w ou z,w? podemos supor que
212 =-p/3

e as rafzes da equacao y> + py + g = 0 serdo:

2 2
V1 =21+ 29, V) =wW21 + W2y, Y3 =w 21 +wz,.

Y o Y D . ] b B V S
3’1_\/2Jr 27+4+\/2 AN

Segue que polindmios de grau 3 com coeficientes em C, também tem suas raizes expressas
por meio de radicais.

Assim,
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A equacdo polinomial geral do quarto grau pode ser reduzida, via mudanga de variaveis,
para
z4+p22+qz-|—r:0,

e em seguida reduzida, com u,v,w € C convenientes, para a forma

22+ 52wzt w)? =0.

2
Comparando obtemos que
p u-v2,
q -2vw,
o= %2 —w?

o 2 , L.
Substituindo em r = ”T —w? obtemos, ap6s uma conta fécil,

v8 + 2pvt 4 (p? —4r)v? —¢* =0,
que é uma equacao ctibica em v?
por meio de radicais.

Como todas as equagdes de grau menor ou igual a 4 foram resolvidas por meio de radicais,
¢ natural perguntar como a equagao de grau 5 poderia ser resolvida. Muitos matematicos
tentaram em vao, por exemplo Euler e Lagrange. O sentimento geral era que a equagao do
quinto grau nado poderia ser resolvida por radicais. Ruffini em 1813 tentou dar uma prova
desta impossibilidade, mas coube a Abel em 1824 provar que a equagao geral do quinto grau,
¢ em geral, insolavel por radicais.

O problema agora era encontrar uma maneira de decidir se uma dada equacdo de grau 5
poderia ser resolvida por radicais. Em 1832 Evariste Galois, um jovem matemadtico francés,
morre num duelo, mas deixa um belissimo critério para decidir se uma equagdo de quinto
grau é ou nao soluvel por radicais.

Para finalizar esta se¢do faremos um pequeno comentdrio sobre a bibliografia. Veja abaixo
a lista. Em Hasse temos uma prova diferente para o Teorema fundamental da Algebra e em
Hardy temos a prova dada por Gauss. Em Stewart temos uma prova do Teorema Fundamen-
tal da Agebra que usa a teoria de Galois, esta prova é devido a Legendre. Kuhn apresenta
uma prova diferente e um procedimento numérico para localizar as raizes de um polinémio
em C

e as raizes desta equagdo sao determinadas explicitamente
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